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TGWARTYST JO PADU WE WARSAW SKIE 


Od tłumaczów. 


Jedną z najwybitniejszych cech matematyki spółczesnej jest praca 
nad wyjaśnieniem podstaw, na których opiera się gmach tej nauki. 
W ciągu kilkudziesięciu ubiegłych lat zajmowano się gorliwie kry- 
tycznym i drobiazgowym roztrząsaniem wszystkich zasadniczych po- 
jęć analizy i gieometrji, stworzono nawet w tym celu nowe a potężne : 
melody badania, które—jak teorja mnogości i logika stosunków—wy- 
rosły stopniowo na samodzielne gałęzie wiedzy. Wyniki, jakie dotąd 
osiągnięto, są tak doniosłe, że muszą wywrzeć głęboki wpływ na 
wykład całej matematyki, od najniższych do najwyższych stopni nau- 
czania. 

Dziś już nie wolno nauczycielowi stać na stanowisku epoki przed- 
krytycznej: allez en avant et la foi vous viendra. Musi on nie tylko 
znać dokładnie nowoczesne badania nad podstawami matematyki, 
musi jeszcze z gruntu przebudować swój wykład, aby uczynić go 
możliwie najprostszym i zgodnym z nauką nowożytną. To pogodzenie 
ścisłości naukowej z wymaganiami dydaktycznemi jest zagadnieniem 
bardzo trudnym; nie da się ono rozwiązać inaczej, jak drogą wielu 
prób i zgodnych wysiłków całego zastępu ludzi — zarówno uczonych, 
jak pedagogów. Konieczność tego pierwsi pojęli Włosi, toteż od lat 
zgórą trzydziestu wre u nich praca w tym kierunku, zogniskowana 
w stowarzyszeniach matematycznych i w czasopismach fachowych. 
Praca ta wydała znakomite wyniki; mają dzis Włosi długi szereg 
świetnych podręczników, coraz ściślejszych, a zarazem coraz przystęp- 
niejszych i doskonalszych, ale mają coś więcej: mają typ wykładu 
szkolnego zupełnie oryginalny, swoisty, przystosowany do potrzeb 
i umysłowości narodu, a jednocześnie naprawdę naukowy, czyli to, 
do czego dążyć musi szkolnictwo każdego kraju, jeśli chce spełnić 
swoje zadanie narodowe. 
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Jednym z owoców tej spólnej pracy nauczycieli i badaczy wło- 
skich jest właśnie niniejsza książka. Można ją uważać za obszerny ko- 
mentarz naukowy i dydaktyczny do nowożytnego kursu gieometrji 
elementarnej, a w szczególności do znakomitego podręcznika: F. En- 
riques e U. Amaldi Elemenli di Geometria ad uso delle scuole se- 
condarie superiori, którego przekład polski ukaże się, mniej więcej, 
jednocześnie z niniejszą książką. Ale prócz tego jest to (mimo pewnych 
braków, nieuniknionych w dziele zbiorowym) prosty i jasny wstęp 
do nowoczesnych badań nad aksjomatyką, napisany ze szczególnym 
uwzględnieniem potrzeb nauczycieli. 

Książka ta ukazała się poraz pierwszy w 1900 r. pod tytułem: 
Questioni riguardanti la geometria elemenlare trattate da U. Amaldi, 
E. Baroni, R. Bonola, B. Calò, G. Castelnuovo, A. Conti, E. Daniele, 
F. Enriques, A. Giacomini, A. Guarducci, G. Vitali, raccolte e coordi- 
nate da Federigo Enriques. Bologna. Zanichelli. W kilka lat 
później wyszedł przekład niemiecki, a w 1912 — 14 r. ukazało się 
w dwuch dużych tomach gruntownie w wielu działach przerobione 
nowe wydanie włoskie, noszące zmieniony tytuł: Questioni riguardanti 
le malematiche elementari. Jak sam tytuł wskazuje, nowe to dzieło 
zawiera, prócz gieometrji, również arytmetykę i algiebrę. Przystępu- 
jąc do polskiego przekładu, postanowiliśmy wydać na razie dział gieo- 
metryczny, podzielony na dwa tomiki: część pierwsza obejmuje kry- 
tykę podstaw gieometrji, część druga — teorję konstrukcji. Tę drugą 
część mamy zamiar wydać w ciągu przyszłego roku. Co się tyczy 
dwu innych działów, to uważamy przekład artykułów arytmetycznych 
za zbyteczny, wobec istnienia w języku polskim znakomitego i wy- 
czerpującego dzieła prof. S. Zaremby Arylmetyka teoretyczna, arty- 
kuły zaś dotyczące algiebry mamy zamiar wydać po ukończeniu czę- 
ści gieometrycznej. 

Na zakończenie musimy spełnić miły obowiązek podziękowania 
profesorowi F. Enriquesowi za uprzejme pozwolenie na dokona- 
nie przekładu, jak również Komitetowi Kasy im. dr. J. Mianowskiego, 
który chętnie przyszedł nam z pomocą przy wydaniu niniejszej książki. 
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TOWARZYSTJU NATO WE WAROMW OI 


Z przedmowy do I wydania włoskiego. 


Dzieło gieometryczne Greków, związane dla nas z imieniem E u- 
klidesa, jest tak piękne i harmonijne, iż nawet dziś, po upływie 
dwudziestu wieków, nie umiemy zastąpić go w szkole średniej innym 
wykładem gieometrji, lepiej odpowiadającym wymogom kultury i wy- 
kształcenia umysłowego. Nie sądzimy, żeby można było bez uprzed- 
nich doświadczeń zgodzić się na propozycje, dążące do zmienienia 
układu pierwszych studjów gieometrycznych i do nawiązania tych 
studjów do zasad syntetycznych, panujących dziś w wyższych dzia- 
łach naszej nauki. 

Właściwy Euklidesowi kierunek analityczny uważamy za 
najodpowiedniejszy środek do wykształcenia umysłu, a zarazem za 
zgodniejszy z tym poczuciem rzeczywistości gieometrycznej, które 
uczeń posiada. Dopiero przez odpowiednie ćwiczenia umysł ucznia 
może się wznieść do tego, iż w pojęciach oderwanych będzie rozpo- 
znawał obraz rzeczywistości ogólniejszej. 

Jeśli zaś zechcemy wziąć pod uwagę przygotowanie przyszłych 
matematyków (jakkolwiek nie jest ono celem szkoły średniej), będzie- 
my musieli uznać, iż pierwsze wiadomości gieometryczne stanowią 
spólną podstawę dla wszystkich form wykształcenia matematycznego, 
iż powinny one ułatwić umysłowi zrozumienie nietylko gieometriji, 
ale również analizy i fizyki teoretycznej, które bardziej od gieometrji 
związane są z pojęciem euklidesowym poszczególnych figur. 

Sądzimy więc, iż nauczanie gieometrji powinno w zarysach za- 
sadniczych być w zgodzie z dziełem Euklidesa, może ono jednak 
korzystać z postępów, które uczyniła nawet ta elementarna dziedzina 
wiedzy dzięki dojrzalszej krytyce i nowszym postępom matematyki 
wyższej. 

Przedewszystkim jednak sądzimy, iż nauczyciele, którym została 
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powierzona szkoła średnia, powinni znać dokładnie te postępy, aby 
mogli do swej pracy czerpać natchnienie w szerszych, ogólniejszych 
punktach widzenia. 

To właśnie nasunęło mi myśl zebrania niniejszych studjów ku 
pożytkowi nauczycieli i wychowańców naszych seminarjów nauczy- 
cielskich. Studja te dotyczą pierwszych zagadnień, odnoszących się do 
podstaw gieometrji, oraz tych konstrukcji, za pomocą których może- 
my rozwiązywać zadania oznaczone. Istotnie w tych dwuch rodzajach 
zagadnień najwyraźniej widać postępy, które matematyka elementarna 
uczyniła pod wpływem matematyki wyższej... 

Nie mieliśmy zamiaru podawania systematycznego i jednolitego 
wykładu różnych kwestji, które w tym dziele poruszamy. Każdy spół- 
pracownik wniósł do swej pracy ducha swego oraz sąd osobisty. 
Tylko przy rozkładzie pracy, przy formułowaniu planu poszczegól- 
nych artykułów, kierowaliśmy się zasadą, żeby całość książki dawała 
dostatecznie dokładne pojęcie o głównych zagadnieniach, dotyczących 
gieometrji elementarnej... 
FEDERIGO ENRIQUES. 


Bolonja, w lutym 1900 r. 


TOWARZYSTWO MARÓWE WARS: 


http://rcin.org.pl 


- FRA 


ARTYKUŁ PIERWSZY. 


TORARZYSTZO NANYŚWE WAROŻRWO 


O doniosłości filozoticznej zagadnień, dotyczących 
zasad gieometrji 


napisał 


Federigo Enriques z Bolonii. 


W niniejszym artykule mam zamiar wyświetlić, jakie znaczenie ma- 
ją badania nad podstawami gieometrji dla zagadnień filozoficznych i psy- 
chologicznych. Poprzestanę zresztą na wyjaśnieniach łatwych do zrozu- 
mienia, odsyłając czytelnika do następujących rozpraw, w których opra- 
cowałem ten temat szerzej i głębiej: 


Principes de la géométrie w dziele zbiorowym: Encyclopédie des 
sciences mathématiques tome III, vol. I. 

Sulla spiegazione psichologica dei postulati della geometria w czasopiś- 
mie „Rivista filosofica di Pavia* 1901 r. 

Problemi della Scienza (rozd. III i IV). Bologna. Zanichelli. 2 ed. 1910. 


$ 1. Podstawy empiryczne gieometrji. Weźmy pod uwagę zespół 
pojęć gieometrycznych i porównajmy z nim dziedzinę pojęć fizycznych. 

Przypuśćmy, że komuś, nie znającem P ra AR AS dowodzenia ma- 
tematycznego, proponujemy zbadać stisz n A dw rdzeń: a) w trój- 
kącie prostokątnym kwadrat, zbudowany na przeciwprostokątnej, jest rów- 


 noważny sumie kwadratów, zbudowanych na przyprostokątnych; b) przy 


spadku ciał prędkości są proporejonalne do czasu spadania. 

Ten ktoś sprobuje, oczywiście, sprawdzić doświadczalnie 
słuszność obu twierdzeń, przyczym w obu przypadkach postępowanie jego 
będzie zasadniczo tym samym. Np. w pierwszym przypadku może wyciąć 
odpowiednie figury z papieru albo użyć jakichś przyrządów do mierzenia 
pól, w drugim zaś może posługiwać się machiną Atwooda albo równią 
pochyłą Galileusza. 


Rozw. pow. krzywych 1 
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Oba powyższe twierdzenia, ustalone w ten sposób, wydają się pra- 
wami fizycznemi, o których dowiadujemy się z doświadczenia czyli 
z czuć zmysłowych, wspomaganych i poprawianych przez przyrządy. 

Jeśli jednak mamy pojęcie o matematyce, sprawa musi się nam 
przedstawić w innym świetle. Dowód doświadczalny twierdzenia a) nie 
zadowoli nas, jeżeli chodzi o dowód matematyczny, natomiast wy- 
magań takich nie zastosujemy do twierdzenia b). 

Powstaje tedy pytanie, czy istnieje jakaś pewność matematycz- 
na wyższa od pewności fizycznej, tak iż to, co fizykowi wydaje się 
ściśle dowiedzionym, matematyk uważa za niepewne, za zagadnienia wy- 
magające rozwiązania” W jaki sposób matematyk osiągnąć może ową 
wyższą pewność, której nie danym było osiągnąć fizykowi? 

Aby na te pytania odpowiedzieć, musimy zbadać, na czym polega 
proces dowodzenia matematycznego. Matematyk, gdy natrafia na jakieś 
zagadnienie, posiada już pewne wiadomości. Istnieją własności, które on 
w danej chwili uważa za uzasadnione i niepodlegające dyskusji, i całe 
jego postępowanie polega na dedukcji logicznej, na wyciąganiu no- 
wych wniosków ze znanych przesłanek, na redukcji. 

W dowodach fizyka tkwi również redukcja, sprowadzenie do rzeczy 
znanych: użycie przyrządów bardziej złożonych oraz interpretacja wyko- 
nanych doświadczeń wiąże się u niego z pewnym postępowaniem myślo- 
wym, które opiera się na użyciu prostszych przyrządów i na znanej mu 
już interpretacji odpowiednich doświadczeń. Chodzi tylko o to, że owo 
postępowanie myślowe fizyka nie jest wyłącznie logicznym, lecz 
zarazem empirycznym, gdyż czerpie nowe elementy z czuć zmy- 
słowych. > 


Na tym polega cała różnica obu metod i cała wyższość metody ma- 
tematycznej. Każde czucie, a więc i każde doświadczenie, zawiera coś nie- 
pewnego, coś nieokreślonego *), wskutek czego w redukcji fizycznej tkwi, 
ze względu na przesłanki, jakiś pierwiastek niepewności. Natomiast re- 
dukcja matematyczna wydaje się doskonałą, tak iż nowym wnioskom 
przypisujemy dokładnie ten sam stopień pewności, co i przesłankom. 

Nie należy jednak zapominać o rzeczy zasadniczej, że zarówno dowód 
matematyczny jak fizyczny są to tylko dwa różne postępowania redukcyjne, 
oparte na jakichś znanych faktach. Na czym opiera się znajomość tych 


*) Właściwie należałoby wprowadzić tu rozróżnienie doświadczenia 
ilościowego od jakościowego, nie możemy jednak zatrzymywać się 
dłużej nad tą sprawą. 
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faktów? Wogólności na innym, analogicznym postępowaniu redukcyjnym, 
które prowadzi nas stopniowo do coraz prostszych faktów. 

Redukcja ta może się wydawać niejako historycznie nieograniczoną, 
praktycznie jednak natrafiamy na fakty pierwotne, które zarówno 
fizyk jak matematyk uznaje za podstawę poznania powszechnego 
i doświadczeń elementarnych. 

Uzasadnienie faktów pierwotnych wydaje się takim samym, zarówno 
w gieometrji jak w fizyce. Rekonstrukcja historyczna naszej nauki uwy- 
datniła, że zanim gieometrja stała się nauką rozumową, przeszła przez 
okres empiryzmu, w którym wszystkie jej zdobycze były owocem spostrze- 
żeń i doświadczeń. Wiele ludów nie przekroczyło wcale tego okresu em- 
piryzmu; do rozwoju gieometrji rozumowej przyczynili się przedewszyst- 
kim Grecy. W gieometrji rozumowej wysnuwamy twierdzenia jako wnio- 
ski z innych twierdzeń, które intuicji naszej wydają się oczy- 
wistemi, mimo że nie wykonywamy specjalnych doświadczeń w celu ich 
sprawdzenia. Należy zwrócić uwagę, że zupełnie analogiczny rozwój daje 
się zauważyć w fizyce spółczesnej, szczególnie zaś w mechanice, tak iż do- 
wód czysto logiczny, matematyczny znajduje zastosowanie w badaniach 
fizycznych przeważnie tam, gdzie mamy dokładnie wyznaczony związek 
z najbardziej oczywistemi zasadami nauki o ruchu. 

$ 2. Doświadczenie a intuicja. Gdy zamiast sprawdzić ekspery- 
mentalnie jakąś prawdę gieometryczną lub mechaniczną, wyprowadzamy 
ją z intuicji, mamy wrażenie, że oparliśmy ją na podstawie pewniejszej. 
Wierzymy, że robiąc ciągle odpowiednie doświadczenia, porównywając je 
z sobą i wyłączając z nich pewne związki przez abstrahowanie, musimy 
koniecznie coraz dokładniej sprawdzać własność, o którą nam chodzi. 

Czy zatym wynik tych doświadczeń jest czymś koniecznym, czymś 
apriorycznym? Tak sądził Kant, dziś jednak możemy uważać to slano- 
wisko za przestarzałe. Istotnie, analiza krytyczna zagadnienia wykazuje, 
że intuicja jest tylko wynikiem opracowania psychologicznego doświad- 
czeń, które w okresie, poprzedzającym sformowanie się świadomego my- 
ślenia, idealizujemy i tłumaczymy zgodnie z budową logiczną naszego 
umysłu. 

Intuicja wyraża w sposób jasny i wyraźny stosunki wzajemne pew- 
nych wyobrażeń, jeśli jednak chodzi o dokładną odpowiedniość między 
wyobrażeniem a rzeczywistością zewnętrzną, to intuicja nie może nam 
dać więcej pewności, niż cała suma doświadczeń historycznie nagromadzo- 
dzonych. Nawet eksperyment, wykonany świadomie z odpowiednim przy- 
bliżeniem, może w pewnych przypadkach przewyższyć intuicję lub po- 
prawić ją. 

Pogląd ten wypływa ze spostrzeżenia, że procesy myślowe, zapomocą 
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których opracowujemy fakty fizyczne i prawa niemi rządzące, nie mogą 
zawierać nie takiego, co musiałoby im koniecznie odpowiadać w rzeczy- 
wistości zewnętrznej, poza podmiotem doświadczenia. 

Z tych spostrzeżeń wynika, że mamy dwa zupełnie różne przedmioty 
badania: 

1) przestrzeń intuicyjną, czyli pojęcie, które znajdujemy już 
sformowane w umyśle naszym. Zostało ono utworzone w celu przedsta- 
wienia pewnych stosunków przestrzennych, stosunków położeń ciał, a to 
za pomocą systematycznego odrywania (abstrahowania) innych własności 
fizycznych; 

2) przestrzeń fizyczną, t. j. ogół stosunków, dających się wy- 
znaczyć za pomocą doświadczeń dokonanych na ciałach, które to doświad- 
czenia możemy wykonywać z dokładnością nieograniczenie rosnącą. 

Poczynimy potym dalsze uwagi o tym zestawieniu dwuch różnych 
sposobów pojmowania gieometrji, tu zaś dodamy tylko trzeci przedmiot 
badań, który może służyć do pogłębienia poszukiwań fizycznych, ale może 
też sam przez się być ciekawym ze względów psychologicznych. Przed- 
miotem tym są 

3) wyższe przestrzenie intuicyjne, czyli pojęcia, które umysł 
nasz buduje przez systematyczne odrywanie pewnych danych intuicji. 

$ 3. Krytyka podstaw gieometrji z punktu widzenia logicznego. 
Zastanówmy się nad zwykłym pojęciem przestrzeni, które znajdujemy go- 
towe w naszym umyśle. Intuicja daje nam określenie psychologiczne 
pewnych, związanych z nią przedmiotów (jak punkt, prosta i t. p.), a za- 
razem daje nam poznać pewne związki między niemi, które uważamy za 
oczywiste. 

Otóż mogą istnieć różne stopnie oczywistości. Wskutek rozwoju gieo- 
metrji rozumowej zaczynamy wyprowadzać logicznie z bardziej elemen- 
tarnych własności inne, które pierwotnie uważano za oczywiste same przez 
się. Tak samo pewne przedmioty, dające się łatwo wyobrazić, zaczynamy 
określać za pomocą innych, prostszych przedmiotów (np. trójkąt za po- 
mocą odcinków i t. p.) 

W każdym jednak okresie rozwoju nauki jej budowa logiczna musi 
zaczynać się od danych (pojęć i twierdzeń), wyrażnie uznanych za nie da- 
jące się zredukować. Na tych danych nauka musi opierać swe określenia 
i dowody. Fundament gmachu logicznego gieometrji musi stanowić wy- 
szezególnienie pojęć pierwotnych, albo podstawowych, oraz po- 
stulatów czyli twierdzeń podstawowych, wyrażających zasadnicze 
związki między pojęciami pierwotnemi. 

Chcieć określić logicznie wszystkie pojęcia gieometryczne byłoby ró- 
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wnie niedorzecznym, jak chcieć wszystkiego dowieść, bo przecie zarówno 
dowód jak określenie są to tylko pewne procesy redukcyjne. 

W badaniach krytycznych, dotyczących podstaw gieometrji, ustalono 
stopniowo pewne kryterja, które wyrażają niejako normy idealnie dosko- 
nałego wykładu logicznego. Zespół tych norm ma na celu wyjaśnienie, 
jaki użytek robimy z intuicji, i oddzielenie dokładne tego, co jest logicz- 
nym, od tego, co jest intuicyjnym. Kryterja te są następujące: 

A. 1) Wszystkie pojęcia, któremi posługujemy się w wykładzie, po- 
winniśmy wyszczególnić i podać bądź to jako pojęcia pierwotne, pod- 
stawowe (pojęcia takie podajemy bez określeń), bądź też jako takie, któ- 
re określamy logicznie za pomocą pojęć pierwotnych. 

Tak więc najdalej posunięta analiza wykładu gieometrji powinna 
wykryć w tym wykładzie tylko pojęcia pierwotne gieometryczne 
oraz pojęcia czysto logiczne, jak np. pojęcia przynależności 
(które wyrażamy za pomocą czasowników „być* albo „być zawartym*), 
uporządkowania, odpowiedniości i t. p. 

2) Jest rzeczą pożądaną, żeby pojęcia podstawowe były od siebie 
zupełnie niezależne, t. j. żeby żadnego z nich nie można było okre- 
ślić zapomocą pozostałych. 

B. 1) Wszystkie twierdzenia, zawarte w wykładzie gieometrji, powin- 
niśmy wyraźnie podać jako postulaty, albo też dowieść logicznie zapo- 
mocą postulatów. 

Tak więc analiza wykładu gieometrji powinna wykryć w nim tylko 
przesłanki, zawarte w postulatach, oraz pewniki, wyrażające prawa lo- 
giki dedukcyjnej. 

2) Jest rzeczą pożądaną, żeby postulaty były od siebie zupełnie 
niezależne, t. j. żeby żadnego z nich nie można było dowieść, opiera- 
jąc się na pozostałych. 

A. 1) i B. 1) są to istotne i konieczne warunki ścisłego, logicznego 
wykładu gieometrji. Opierając się na nich, możemy nie zwracać uwagi na 
treść pojęć i traktować wykład gieometrji jak oderwaną logiczną 
teorję, operującą symbolami nieoznaczonemi, między któremi zachodzą 
pewne związki. W tej teorji logicznej układ postulatów stanowi im pli- 
cite określenie zespołu pojęć podstawowych. 

Ten sposób oderwany pojmowania gieometrji ma wielką doniosłość, 
możemy bowiem nadawać różne znaczenia symbolom, o których mowa, 
przez co otrzymywać będziemy różne interpretacje tej samej oderwa- 
nej teorji i ustalimy na tej drodze związki między różnemi konkretnemi 
teorjami gieometrji. Tego rodzaju związek polega na tym, że wszystkie 
twierdzenia jednej teorji możemy przetłumaczyć na twierdzenia innej, pod- 
stawiając w pewien określony sposób pojęcia jednej teorji zamiast pojęć 
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innej. Przykładem takiego tłumaczenia może być prawo dwoistości 
w gieometrji rzutowej albo w gieometrji na kuli. 

Każdy zespół twierdzeń, czyniących zadość warunkm A. 1)i B. 1), 
możemy uważać za oderwaną logiczną teorję, której można wogó- 
le dawać rozmaite interpretacje (gieometryczne i niegieometryczne), byle 
hipotezy, wyrażone w postulatach, były logicznie niesprzeczne. 

Jeżeli oderwanej teorji możemy nadać interpretację intuicyjną, przez 
co samą teorję możemy uważać za wyraz związków między pojęciami dla 
nas jasnemi, mamy wówczas praktyczną pewność, że postulaty nie są z so- 
bą w sprzeczności. Tak więc w gieometrji, o ile opiera się ona na intuicji, 
nie będziemy wcale zapytywali, czy postulaty są z sobą w zgodzie, gdyż 
są one dla nas intuicyjnie pewne. 

Warunki A. 2) i B. 2) są raczej warunkami pięknego, niż ścisłego 
wykładu. Zobaczymy później, w jakim sensie można je uważać za Wy- 
mogi istotnie ważne. 

W sensie psychologicznym, niezależność jednych pojęć od innych 
można czasem poznać bezpośrednio zapomocą intuicji (gdy chodzi np. 
o pojęcia, należące do zupełnie odmiennych kategorji logicznych); w ta- 
kich wypadkach można się oprzeć na intuicji przy rozpoznawaniu nieza- 
leżności pewnych grup postulatów. 

Z punktu jednak widzenia logicznego, niezależność owa nie ma sensu, 
dopóki nie wypowiedziane zostały postulaty, założone w intuicji. Jeśli 
więc powiadamy: pojęcie C nie da się określić zapomocą po- 
jęć A, B (czyli jest od nich niezależne), musimy dodać: przy pewnym 
układzie postulatów (a, b, c...), które stanowią implicite określe- 
nie pojęć A, B, C. f 

A. Padoa podał następujący sposób poznawania tej niezależności: 
szukamy dwuch interpretacji oderwanej teorji, przyczym A, B mają pewne 
stałe znaczenia, C zaś otrzymuje dwa różne znaczenia; jeśli twierdzenie, 
prawdziwe w pierwszej interpretacji, okaże się mylnym w drugiej, wów- 
czas jest rzeczą jasną, że C nie da się określić za pomocę A, B przy da- 
nym układzie postulatów. 

Niezależność postulatu a od postulatów b, c... możemy ustalić, jeżeli 
potrafimy dowieść, że hipoteza, przeciwna postulatowi a, nie jest w sprzecz- 
ności z postulatami b, c... Stąd następujący sposób postępowania: symbo- 
lom, zapomocą których oznaczamy pojęcia podstawowe, nadajemy na mo- 
cy pewnej umowy sens odmienny od pierwotnego i staramy się znaleźć 
zgodną z intuicją interpretację dla teorji logicznej, opartej na postu- 
latach b, c... oraz na zaprzeczeniu postulatu a. O ile taka interpretacja 
okaże się możliwa, mamy dowód niezależności a od b, c... 

Chcąc mieć układ postulatów bezwzględnie niezależnych, musi- 
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my je sformułować tak, by każdy miał sens zupełnie niezależny od in- 
nych postulatów; o ile warunek ten nie jest spełniony, poprzestajemy na 
niezależności porządkowej, przy której żaden postulat nie daje 
się sprowadzić do poprzedzających. 

Gdy mowa o niezależności postulatów, musimy jeszcze brać pod uwa- 
gę ich skład. Jeżeli np. twierdzenie a daje się rozłożyć na dwa prostsze 
twierdzenia a, a”, które, razem wzięte, są równoważne twierdzeniu a, wów- 
czas może się zdarzyć, że a nie jest zależne od b, c..., a jednak na mocy 
b, c... można dowieść twierdzenia a. W takim razie rzecz jasna, że po% 
stulat a zawiera coś zbytecznego, że wystarczy zastąpić go postulatem a”. 

Podobną uwagę można uczynić o niezależności pojęć podstawowych. 
Możemy np. pojęcie szczegółowe A zastąpić przez dwa ogólniejsze B, 
C, tak iż A zostanie wyznaczone jako pierwiastek spólny klasom B, C. 

Niezależność pojęć i twierdzeń podstawowych ma tym większe zna- 
czenie, im bardziej staramy się o 

A. 3) ogólność pojęć, 

B. 3) prostotę postulatów. 

Czy można znaleźć pojęcia bezwzględnie ogólne i twierdzenia bez- 
względnie proste, nie dające się rozłożyć? 

A. Padoa uczynił następującą uwagę, która tę sprawę rozstrzyga. 
Każde twierdzenie sprowadza się ostatecznie do tego, że przedmiot a nie jest 
tożsamym z b, c..., przyczym b, c... są to przedmioty poszczególne, ściśle 
wyznaczone. Tak więc jedynym twierdzeniem bezwzględnie prostym jest 
twierdzenie typu: „a nie jest b*. 

Ale, opierając się na takich twierdzeniach w ilości skończonej, nie 
moglibyśmy nigdy dojść do postulowania ogółu twierdzeń, które charakte- 
ryzują najogólniejsze pojęcia gieometrji. 

Możemy jednak przypisać warunkom A. 3) i B. 3) wartość względną; 
możemy w rozmaity sposób zbliżać się do tych kryterjów doskonałości 
logicznej. Nie będziemy zresztą zastanawiali się nad tym dłużej i zbadamy 
uporządkowanie zasad gieometrji z innego punktu widzenia. 

$ 4. Krytyka podstaw gieometrji z punktu widzenia intuicji. Za- 
stanawiając się nad przyczynami historycznemi, które spowodowały ana- 
lizowanie logiczne podstaw gieometrji, dochodzimy do wniosku, że głów- 
nym celem tej analizy jest zdać sobie dokładnie sprawę z aktów intuicji, 
zapomocą których ustalamy związki między przedmiotami, należącemi bez- 
pośrednio do dziedziny tej intuicji. W ten sposób analiza logiczna umo- 
żliwia nam prawidłową kontrolę danych intuicji. 

Z tego punktu widzenia nasuwają się nam pewne uwagi, pozostające 
jakgdyby w pewnym przeciwieństwie do powyżej wskazanych kryterjów 
logicznych. 
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C. 1) Postulaty powinny wyrażać bezpośrednio związki między poję- 
ciami pierwotnemi, które są przedmiotem naszych wyobrażeń (visione 
immaginativa), przyczym nie powinna zachodzić potrzeba wyobrażania so- 
bie innych przedmiotów. 

i Warunek ten nieraz prowadzi do uznawania za podstawowe pojęć, 
które nie są*od siebie niezależne. 

Jeżeli chcemy, żeby pojęcie A było określone logicznie przez pojęcia 
B, C..., trzeba, żeby własności pojęcia A wypływały z własności B, C..., 
które poznajemy zapomocą intuicji. Jeśli tedy w wykładzie nauki ukazuje 
się postulat, wysnuty ze sposobu, w jaki poznajemy intuicyjnie A, pro- 
wadzi to implicite do rozważania nowego pierwotnego elementu pojęcio- 
wego, nie zawierającego się w B, C... 

Przykładem niech będzie podstawowe twierdzenie o płaszczyźnie. Je- 
żeli za utwór podstawowy uważamy prostą, płaszczyznę zaś chce- 
my określić jako rzut prostej z punktu zewnątrz niej leżącego, musimy 
wówczas dowieść, że otrzymana w ten sposób powierzchnia zawiera każdą 
prostą, wyznaczoną przez dwa punkty powierzchni. Jeśli natomiast to 
ostatnie twierdzenie uznamy za postulat, musimy również uznać płaszczy- 
znę za jeden z utworów podstawowych, gdyż powyższe twierdzenie nie 
mogłoby być przedmiotem intuicji, gdybyśmy mieli tylko wyobrażenie 
prostej, nie posiadając wyobrażenia płaszczyzny. 

C. 2) Wyobrażenia intuicyjne, odpowiadające naszym pojęciom, two- 
rzą prawdziwą hierarchję rodzai i gatunków, tak że pojęcia szczegółowe 
w stosunku do pojęć ogólniejszych określone są zapomocą różnie gatun- 
kowych. 2 

W tym przypadku intuicja nasuwa nam szereg zwrotny postulatów; 
nie może tu być mowy o niezależności bezwzględnej postulatów, lecz je- 
dynie 'o względnej. 

Niezależność bezwzględna postulatów wymaga tedy zbudowania róż- 
nych hierarchji pojęć, tak by pojęcia szczegółowe były uogólnione na różne 
sposoby. . 

C. 3) Nasze wyobrażenie intuicyjne przestrzeni natrafia najpierw na 
pojęcia szczegółowe i od nich, przez odrywanie, wznosi się stopniowo do 
pojęć ogólniejszych. 

Nie chcemy przez to powiedzieć, żeby pojęcia ogólniejsze były dla 
naszej intuicji mniej oczywistemi od pojęć szczegółowych. Ich oczywistość 
jednak znajduje się w związku z wyższym stopniem rozwoju umysłowego, 
na którym posiadamy zdolność wyobrażania bardziej oderwanego. 

Tak więc, z punktu widzenia intuicji, ogólność pojęć, które możemy 
obrać za podstawowe w gieometrji (a więc do pewnego stopnia i prostota 
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odpowiednich postulatów), ma swe granice w naszej zdolności wyobraża- 
nia sobie przedmiotów abstrakcyjnych. 

Tu natrafiamy na drugi cel analizy logicznej podstaw gieometrji. 
Analiza ta może dopomagać rozwojowi intuicji gieometrycznej. i wspierać 
abstrahowanie, które wytwarza pojęcia ogólniejsze, a to przez konstrukcję 
logiczną przedmiotów, które, następnie, moglibyśmy sobie wyobrażać. Lo- 
gika dokonywa niejako sekcji danych intuicji i, upraszczając postulaty, 
nasuwa nam jednocześnie nieskończenie wiele ich połączeń, którym odpo- 
wiada nieskończenie wiele możliwych pojęć. Określić logicznie pewne 
pojęcie, znaczy tylko wskazać pośrednie przedstawienie, które można 
zbudować przez odpowiednie połączenie danych. W rzeczywistości jednak 
umysł nasz ma skłonność do zastępowania tych połączeń przez właściwe 
wyobrażenie określonego pojęcia, przyczym z wyobrażeniem tym łączą się 
inne, które wywołują w nas zainteresowanie. Dopiero, gdy powsta- 
nie takie zainteresowanie, możemy powiedzieć, że połączenie logiczne po- 
jęć, wyznaczone dowolnie przez określenie, zamieniło się w trwały naby- 
tek dla nauki. 

Z powyższych rozważań wynika, że jakkolwiek logika może być po- 
mocną przy konstrukcji pojęć przez odrywanie, nie może jednak zastąpić 
skojarzeń (asocjacji) psychologicznych, które stanowią sam proces odrywa- 
nia. Jeżeli chcemy uniknąć abstrakcji złudnych, musimy kształcić zdol- 
ność przedstawienia sobie przedmiotów oderwanych, uciekając się nawet 
do doświadczeń. 

Nie od rzeczy będzie wyjaśnić tę sprawę na przykładzie. Pospolite 
pojęcia linji i powierzchni, otrzymane przez abstrakcję z kilku przypadków 
szczególnych, są o wiele mniej ogólne od odpowiednich pojęć gieometrycz- 
nych. Kto widział tylko płaszczyznę, kulę, stożek, walec i inne podobne 
powierzchnie o punktach eliptycznych i parabolicznych, ten 
nie potrafi wyobrazić sobie powierzchni z punktami hiperbolicznemi, którą 
przecina każda płaszczyzna styczna. Dowód analityczny możliwości takiej 
powierzchni musimy uważać tylko za antycypację doświadczenia, któ- 
re nam dać może np. zbudowanie hiperboloidy linjowej. 

To samo powiedzieć można o powierzchni Móbiusa, która jest 
przykładem powierzchni jedn ostronn ych. Istnienie takich powierzchni 
jest dowodem, jak dalece mylnym jest pospolite pojęcie, że każda po- 
wierzchnia posiada dwie różne strony, niedające się sprowadzić do siebie 
ruchem ciągłym. 

Znajomość powierzchni jednostronnych oraz powierzchni z punktami 
hiperbolicznemi rozszerza zwykłe pojęcie powierzchni i daje możność uję- 
cia intuicyjnego większej liczby przypadków. Zdaje mi się, że rozwojowi 
intuicji w tym kierunku niepodobna wytknąć granic. Wszak dalsze studja 
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prowadzą nas do badania linij i powierzchni o nieskończenie wielu oscy- 
lacjach, linij bez stycznych, powierzchni bez płaszczyzny stycznej i t. p., przy- 
czym, w pewnym sensie, i do pewnego stopnia, możemy sobie tworzyć wyo- 
brażenia nawet takich tworów gieometrycznych, np. określając taką linię, 
jako granicę, do której dąży wielokąt, zmieniający się według pewnego prawa. 

Streszczając powyższe uwagi, powiemy, że krytyka podstaw gieometrji 
przyczynia się do zbudowania i opracowania pojęć, co stanowi o rozwoju 
wyższych gałęzi nauki. W szczególności analiza logiczna ma na celu od- 
różnienie aktów intuicji i ułatwienie stopniowego odry- 
wania. W ten sposób odbywa się rozwój intuicji gieometrycznej, który 
daje początek wyższym przestrzeniom intuicyjnym, z wielu względów bar- 
dzo ciekawym. Pouczające przykłady poznamy, przyglądając się różnym 
kierunkom badań, mającym wybitne historyczne znaczenie. 

$ 5. Główne kierunki badań nad podstawami gieometrji. W gieo- 
metrji elementarnej utworami podstawowemi są: punkt, prosta i płasz- 
czyzna. Przypisujemy im związki: przynależności (np. „dwa punkty 
należą do jednej prostej“ — por. artykuł III), podziału na części cz yli 
uporządkowania (artykuł III, V), p rzystawania albo ruchu 
(art. IV). 

Te pojęcia przedstawiają się naszej intuicji w sposób zwrotny, np. 
własności przystawania albo ruchu wyrażamy w stosunku do prostej i płasz- 
czyzny. Pojęcia te jednak rozwijamy w sposób ogólniejszy i niezależny 
w poszczególnych działach gieometrji wyższej. 

Gieometrja rzutowa rozważa pojęcia prostej i płaszczyzny nie- 
zależnie od pojęć ruchu i przystawania. Bada ona wyłącznie zespół włas- 
ności wykreślnych, pozostawiając na uboczu własności me- 
tryczne (które ukazują się tylko w jej zastosowaniach). Przeciwnie, pojęcia 
metryczne rozwijamy niezależnie od pojęć prostej i płaszczyzny w gieo- 
metrji metrycznej na powierzchniach albo w rozmaito- 
ściach wielowymiarowych, która badania swe prowadzi zazwyczaj 
metodami różniczkowemi. W badaniach tych zamiast pojęcia równości 
odcinków czyli odległości używamy pojęcia ogólniejszego łuków 
o równej długości. Otóż dwum tym „działom gieometrji odpowiadają 
dwa główne kierunki badań nad jej podstawami. Te dwa kierunki badań, 
biorąc za punkt wyjścia: jeden— pojęcia metryczne, drugi— pojęcia wykreślne, 
rzucają jaskrawe światło na bezwzględną niezależność tych pojęć od siebie. 

Dwa działy gieometrji, o których mówiliśmy, operują jednak pewne- 
mi wspólnemi własnościami, ktorych zespół stanowi odrębną teorję. Włas- 
ności, dotyczące podziału prostej lub płaszczyzny na części, ciągłości i t. p. 
możemy przypisać licznej rodzinie krzywych i powierzchni; badanie ogól- 
ne tych własności daje początek teorji ciągłości, która jest ogólną 
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gieometrją linji, powierzchni i rozmaitości wielowymiarowych i stanowi spól- 
ną podstawę zarówno gieometrji rzutowej, jak metrycznej. W związku z tą 
teorją ciągłości znajdują się badania G. Cantora nad mnogościami 
oraz ogólne wyniki teorji spójności, albo Analysis si tusi- Te 
działy nauki powinny, niezależnie od pojęć: prostej, płaszczyzny i przysta- 
wania, oświetlić pojęcie podstawowe linji i powierzchni, które są naprawdę 
pierwszemi pojęciami gieometrji. 

Istnieją tedy trzy grupy pojęć, odpowiadające trzem działom gieometrji 
wyższej, a wyrażające: 

1) własności ogólne linji, powierzchni i rozmaitości, 

2) związki przynależności, zachodzące między punktami, prostemi 
i płaszczyznami, 

3) związki przystawania. 

Innemi słowami mamy trzy wyższe formy intuicyjne: „rozmaitość 
ciągła, przestrzeń rzutowa, rozmaitość metryczna ogólna“. W związku 
z temi formami rozwijają się trzy główne kierunki nowoczesnych badań 
krytycznych. 

Wszystkie metody gieometrji i analizy znajdują tu swe zastosowanie, 
w szczególności zaś metoda syntetyczno-rzutowa, teorja form różniczko- 
wych kwadratowych, badanie grup przekształceń i ciał liczbowych, rzu- 
cają jaskrawe światło na podstawy gieometrji. Tak więc fakty stwier- 
dzają związek, jaki zachodzi między podstawami nauki a najwyższemi 
stopniami jej rozwoju. 

Najbardziej drobiazgowa obserwacja nie zdoła odróżnić w jajku części 
składowych zarodka, gdy tymczasem w późniejszym rozwoju zarodkowym 
występują one wyraźnie zróżniczkowane, odpowiednio do swoich funkcji. 
Coś podobnego dzieje się w organizmie gieometrycznym: w gieometrji ele- 
mentarnej związki między pojęciami podstawowemi nie występują wyraż- 
nie przed okiem krytyka, któryby chciał je bezpośrednio porównać, na- 
tomiast wyjaśnia je i wciąż wyjaśniać będzie dalszy rozwój gieometrji 
wyższej. 

$ 6. Zagadnienie psychologiczne powstawania pojęć przestrzen- 
nych. Jaki jest związek wymienionych poprzednio badań matematycz- 
nych z zagadnieniem psychologicznym pochodzenia naszych pojęć gieo- 
metrycznych? Mówiliśmy, że pojęcia te powstają z idealizacji doświadczeń, 
stale powtarzanych w tym okresie rozwoju umysłu, który poprzedza zu- 
pełny rozwój świadomości. 

Warunkami tego doświadczenia są z jednej strony własności narzą- 
dów zmysłowych, z drugiej zaś prawa asocjacji, właściwe nasze- 
mu myśleniu, czyli pierwiastki konstrukcyjne umysłu, na zasadzie 
których odbywa się, że tak powiem, interpretacja zjawisk zmysłowych. 
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Czucia, zawierające pewne pierwiastki przestrzenne, są to ogólne 
czucia mięśniowo-dotyko we, których siedliskiem cała skóra, specjal- 
ne czucia dotykowe—ich siedliskiem narząd (zazwyczaj ręka), który 
służy nam do porównywanie czuć dotykowych; wreszcie — czucia wz ro- 
kowe. 

Psychologja fizjologiczna, której twórcami byli Helmholtz, Wundt 
i inni, przedsiębierze specjalne doświadczenia, aby wyjaśnić, jakie własno- 
ści gieomelryczne możemy bezpośrednio poznać zapomocą tych lub owych 
czuć. Chcąc jednak wytłumaczyć te doświadczenia, musimy do głębi znać 
związki między pojęciami gieometrycznemi, do których odnoszą się wspom- 
niane własności, by móc od pojęcia pewnego faktu oddzielić wszystko, 
co nie jest nierozłącznie z tym pojęciem związane. 

W ten sposób otrzymujemy pierwszy wniosek ogólny, mianowicie, 
że czucia wzrokowe dostarczają nam bezpośrednio tylko pojęć wykreślnych 
(graficznych) nie zaś metrycznych, natomiast czucia mięśniowo-dotykowe 
dają nam poznać bezpośrednio własności metryczne (równość figur, przy- 
stawanie) i tylko pośrednio dają nam poznać prostą i płaszczyznę. Uwaga 
ta, zawarta już w badaniach Helmholtza, została wyraźnie wypowiedziana 
przez F. Kleina. 

Można posunąć się dalej w tym kierunku, rozróżniając czucia ogólne 
dotykowo-mięśniowe od czuć dotykowych specjalnych. 

Pierwsze z nich nie mogą nam dać pojęcia przystawania, dopóki 
skutkiem nałogu nie wytworzyło się specjalne siedlisko porównywania. 
O ile chodzi o poznanie przestrzeni, treść tych czuć ogranicza się do ogól- 
niejszych związków, właściwych linjom i powierzchniom, mianowicie do 
związków, o których mówiliśmy, że stanowią przedmiot teorji ciągłości 
i są spólną podstawą zarówno własności wykreślnych, jak metrycznych. 

Tak więc trzy działy gieometrji, mianowicie: teorja ciągłości, gieometrja 
metryczua i gieometrja rzutowa, o ile chodzi o źródło psychologiczne ich po- 
jęć podstawowych, są związane odpowiednio z trzema rodzajami czuć: z czu- 
ciami ogólnemi mięśniowo-dotykowemi, ze specjalnemi czuciami dotykowemi 
i z czuciami wzrokowemi. 

Nie możemy tu szczegółowo uzasadniać powyższego wniosku, musimy 
natomiast przyjrzeć się bliżej, jak z każdej grupy czuć biorą początek pod- 
stawowe pojęcia gieometryczne, jak się one wiążą z sobą według praw lo- 
giki i kojarzenia wyobrażeń, praw, które znajdują swój wyraz w postu- 
latach. 

Sprawę tę traktowaliśmy szczegółowo w artykule naszym „Sulla 
spiegazione psichologica...* oraz w rozdziale IV książki „Problemi della 
scienza*, do nich też odsyłamy czytelnika, Tu chcemy zwrócić uwagę tylko 
na istotną różnicę między postulatami, których źródłem jest jedna tylko 
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grupa czuć, a temi, które powstają z kojarzenia czuć, należących do róż- 
nych grup. Te drugie muszą odznaczać się mniejszym stopniem oczywi- 
stości intuicyjnej niż pierwsze. 

W ten sposób można wytłumaczyć psychologicznie próby usunięcia 
z podstaw gieometrji postulatu o równoległych (por. artykuł VIII), 
o których wiemy z historji matematyki. Mniejsza oczywistość tego po- 
stulatu tłumaczy się tym, że źródłem jego jest skojarzenie czuć wzroko- 
wych (z których wynikają pojęcia wykreślne) z czuciami mięśniowo-doty- 
kowemi, albo mechanicznemi (które dają początek pojęciom metrycznym). 
Istotnie, jeżeli zechcemy uświadomić sobie, dlaczego czujemy wstręt do za- 
przeczenia hipotezy, że przez dany punkt przechodzi tylko jedna równo- 
legła do danej prostej, przekonamy się, że wstręt ten zależy od dwoja- 
kiego sposobu wyobrażania sobie prostych równoległych. Mianowicie wy- 
obrażamy je sobie, bądź jako położenie graniczne prostych przecina- 
jących się, których punkt przecięcia oddala się nieograniczenie w pewnym 
zwrocie, bądź też jako proste równoodległe. W tym dwojakim spo- 
sobie wyobrażania sobie równoległych mamy fakt skojarzenia czuć wzro- 
kowych i mechanicznych, które opiera się na słuszności dla naszych czuć 
postulatu o równoległych. 

$ 7. Zagadnienie filozoficzne gieometrji. Powróćmy do rozważań 
S$ 3-go, dotyczących przestrzeni intuicyjnej i fizycznej. Musimy zawsze pa- 
miętać, że zgodność intuicji z związkami przestrzennemi, które są dane 
fizycznie, możemy sprawdzić doświadczalnie tylko z pewnym stopniem 
przybliżenia. Musimy teź zauważyć, że po ustaleniu tego stopnia przybli- 
żenia można wymyśleć różne pojęcia, jednakowo dokładnie odpowiadające 
tym doświadczeniom. W celu wyjaśnienia tej kwestji, zapożyczymy od 
Helmholtza i Clifforda pewne ciekawe porównanie. 

Istota „dwuwymiarowa* A, mogąca poruszać się swobodnie po pła- 
szczyźnie, może wytworzyć sobie zwykłą gieometrję na płaszczyźnie. Ale 
do tego samego rezultatu dojść może również istota B poruszająca się po 
powierzchni kulistej, byle wymiary kuli były bardzo wielkie w porówna- 
niu z obszarem, po którem B może się poruszać, tak iż ten obszar, mniej 
więcej, zlewa się z płaszczyzną styczną do kuli. Obaj np. wytworzą sobie 
pojęcie linji, wykreślonej na odpowiedniej powierzchni i mierzącej naj- 
krótszą odległość między dwoma punktami; obaj mogą tę linię nazwać 
prostą. Rozszerzając w umyśle własności tej prostej, dostrzeżone w za- 
kresie dostępnym ich doświadczeniu, obaj mogą wyobrazić sobie, że owa 
prosta jest linją nieograniczenie rozciągłą i otwartą w obu zwrotach. 
Takie jednak wyobrażenie „prostej* będzie mylne w gieometrji kulistej, 
w której owa prosta jest kołem wielkim, a więc linją zamkniętą i skoń- 
czoną, jakkolwiek bardzo wielką w stosunku do istoty B. 
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Nie zatrzymując się nad innemi podobnemi przykładami, możemy przez 
analogję zrozumieć, że dadzą się wymyśleć różne formy przestrzenne, 
które tylko częściowo odpowiadają temu, czego zwykle od przestrzeni żą- 
damy, a jednak w dostępnym nam otoczeniu dają początek warunkom gieo- 
metrycznym, pozornie tożsamym ze zwykłemi. Gdyby przestrzeń fizyczna 
odpowiadała jednej z takich form, mielibyśmy taką samą intuicję gieo- 
metryczną, jaką dziś mamy, ale rozszerzając ją poza zakres naszego do- 
świadczenia, moglibyśmy dojść do wniosków zupełnie mylnych, jak to 
widzieliśmy na przykładzie istoty B. Otóż nie mamy żadnego dowodu 
a priori, że tak nie jest istotnie. 

Aby rozstrzygnąć tę kwestję, możnaby sprawdzić postulaty, wyraża- 
jące własności przestrzeni zgodne z intuicją. Wypadłoby mianowicie za- 
pomocą dokładnych doświadczeń skontrolować wszystkie wyniki tych po- 
stulatów, postarać się o świadomą ocenę stopnia dokładności naszej gieo- 
metrji fizycznej. 

Należy tu jednak odeprzeć pewien zarzut, dotyczący warlości tych 
doświadczeń kontrolujących. 

Każde doświadczenie ustala pewien związek złożony, który pojmujemy 
jako wynik pewnego zespołu związków gieometrycznych, mechanicznych, 
fizycznych. Związek gieometryczny jest pewną abstrakcją, jest wyrazem ze- 
stawienia wielu doświadczeń i wyłączenia danych o charakterze specjalnie 
lizycznym. Otóż wydaje się rzeczą zupełnie możliwą, że doświadczenie, na 
mocy którego chcielibyśmy uczynić wybór między różnemi systemami gieo- 
metrycznemi, da się równie dobrze zinterpretować w każdym z tych syste- 
mów, bylebyśmy odpowiednio zmodyfikowali hipotezy fizyczne będące 
z niemi w związku. Tak więc wybór pewnego systemu gieometrycz- 
nego nie byłby kwestją faktów, nie chodziłoby tu o hipotezę, którą 
doświadczenie może stwierdzić albo obalić, lecz jedynie o pewną umowę. 

Ten punkt widzenia, którego najwybitniejszym przedstawicielem był H. 
Poincaré, staraliśmy się obalić w naszych „Problemi della Scienza“. Tu 
poprzestaniemy na zaznaczeniu, że teorja „umowy“, odnawiająca w pewnym 
sensie teorję Kanta, zakłada istnienie jakiejś bezwzględnej hierarchji pojęć 
naukowych, jakiegoś układu linjowego nauki, na której czele stawia gieo- 
metrję. Otóż, naszym zdaniem, wznosząc gmach nauki, należy co chwila 
zestawiać poszczególne doświadczenia z zespołem wszystkich innych do- 
świadczeń oraz związków, tłumaczących te doświadczenia z pewnym przy- 
bliżeniem. Z naszego punktu widzenia może być mowa jedynie o mniej- 
szej lub większej trudności interpretacji doświadczenia ze względu na sto- 
sunki przestrzenne, nie wolno jednak zasadniczo przeczyć, że różne hipo- 
tezy gieometryczne mogą prowadzić do różnic systematycznych 
w różnych doświadczeniach fizycznych, że więc przez zestawienie takich 
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doświadczeń można rozstrzygnąć — z pewnym stopniem przybliżenia — 
sprawę wyboru postulatów gieometrycznych. 

To, cośmy poprzednio mówili o możliwości różnych hipotez gieome- 
trycznych, wynikło historycznie z pewnej słynnej krytyki. 

Badania nad postulatem o równoległych (por. artykał VIII), dopro- 
wadziły do zbudowania ciągłego szeregu przestrzeni nieuklideso- 
wych, zależnych od pewnego parametru k; przy wartości k=0 otrzy- 
mujemy, jako przypadek szczególny, zwykłą naszą, intuicyjną przestrzeń 
euklidesową. : 

Zakładając k< 0, mamy układ gieometrji nieuklidesowej, która zga- 
dza się najzupełniej z gieometrją euklidesową w części, poprzedzającej te- 
orję równoległych. Gdy jednak w tej ostatniej suma kątów trójkąta równa 
się dwom kątom prostym, w pierwszej suma ta jest zawsze mniejsza od 
dwuch prostych o wielkość, proporcjonalną do pararietru k i do pola 
trójkąta. 

W jaki sposób możnaby rozstrzygnąć pytanie, czy gieometrja fizycz- 
na odpowiada lepiej hipotezie Euklidesa /k = 0), czy też hipotezie nieeu- 
klidesowej (k < 0)? 

Wypadłoby zmierzyć sumę kątów trójkąta; gdyby suma ta wypadła 
znaeznie mniejsza od dwuch kątów prostych, mielibyśmy dowód, że war- 
tość bezwzględna parametru k przekracza pewną granicę niższą, że zatym 
słuszną jest gieometrja nieeuklidesowa. Jeśli jednak suma ta wypadnie 
mniej więcej równą dwom kątom prostym, będziemy mieli do wyboru 
dwie hipotezy: 

1) dla dowolnie dokładnych pomiarów słuszną jest gieometrja eukli- 
desowa, czyli k = 0; 

2) słusznym jest założenie nieeuklidesowe k< 0, ale k jest tak małe, 
że różnica między sumą kątów trójkąta a dwoma kątami prostemi jest 
mniejsza od błędów doświadczenia. 

Pomiary trójkątów gieodezyjnych (Gauss) oraz astronomicznych 
(Łobaczewskij) prowadzą do wniosku, że przy tym stopniu przy- 
bliżenia, jaki można dziś osiągnąć za pomocą najczulszych 
przyrządów, sprawdza się hipoteza Euklidesa. Znaczne przy- 
bliżenie osiągnięto dla trójkątów, których podstawą jest oś wielka drogi 
ziemskiej (300000000 klm.), dwa inne zaś boki są sto tysięcy razy więk- 
sze. Pomiary wykazały, że suma kątów takiego trójkąta różni się od 
dwuch kątów prostych mniej niż o 07,1. 

Jakkolwiek spostrzeżenia i doświadczenia potwierdzają, z punktu wi- 
dzenia praktycznego, słuszność naszej gieometrji intuicyjnej, teoretycznie 
jednak pozostaje wątpliwość, eo orzekną dalsze, dokładniejsze doświadcze- 
nia. Wątpliwości tej nigdy nie zdołamy rozstrzygnąć bezwzględnie. 
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"Powyższe rozważania rzucają światło na zagadnienie filozoficzne prze- 
strzeni i uwydatniają doniosłość badań, dążących do odróżnienia intuicji 
od doświadczenia i do zbudowania obok zwykłej przestrzeni innych, wyż- 
szych przestrzeni intuicyjnych. 

Z punktu widzenia teorji poznania, powstanie psychologiczne prze- 
strzeni jest pewnym procesem rozwoju, uwarunkowanym nie tylko przez 
doświadczenia elementarne, które przestrzeń zdoła przedstawić, ale również 
przez pewne warunki myślenia naszego, według których kojarzymy obrazy 
zmysłowe. 

Tkwi tedy w postulatach pierwiastek dowolny — ze względu na do- 
świadczenia fizyczne; pierwiastek ten może ulec zmianom wskutek dokład- 
niejszych doświadczeń. 

Ale w postulatach tkwi prócz tego inny pierwiastek dowolny, odróż- 
niający nasze pojęciowe przedstawienie przestrzeni od innych możliwych, 
których odróżnić nie możemy na mocy zwykłych doświadczeń, a więc mu- 
simy uważać za fizycznie równoważne. 

Najwyraźniej występuje to w gieometrji niearchimedesowej (por. 
artykuł V), gdyż zagadnienie istnienia nieskończoności aktualnej nie ma 
żadnego sensu fizycznego, jako przekraczające wszelkie, najdokładniejsze po- 
miary. 
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O nauczaniu gieometrji rozumowej. 


napisał 


Federigo Enriques z Bolonji. 


$ 1. O programach szkolnych. Potężny ruch krytyczny dąży dziś 
do obalenia tradycyjnych programów i tradycyjnych systemów pedago- 
gicznych. 

Przyczyn tego ruchu należy szukać z jednej strony w wymaganiach 
życia praktycznego wciąż rosnących i komplikujących się, które prowadzą 
do rozszerzania i demokratyzacji kultury, z drugiej strony — w nowożyt- 
nym sposobie pojmowania nauki, który słuszniej ocenia stosunek obser- 
wacji i doświadczenia do procesów logicznych. 

Wynikające stąd wymogi pedagogiczne znalazły swój wyraz w filo- 
zofji angielskiej, w pracach Baina, który szkole klasycznej przeciwsta- 
sławia ideał szkoły nowożytnej, wcześnie zwracającej uczniów do celów 
praktycznych, kształcącej najpierw zmysły, potym dopiero inteligencję. 

Ten kierunek pedagogiczny opiera się na zasadach utylitaryzmu: dąży 
on do zaoszczędzenia i zużytkowania pracy przygotowawczej, 
która nie powinna być dla ucznia straconą; w szczególności pracę tę chce 
zużytkować w zawodach technicznych, odpowiednio do potrzeb większości 
uczniów. 

Przeciw tym dążnościom nowatorskim broni się szkoła klasyczna, 
nie tyle opierając się na tradycji, ile przekształcając się, nabierając cech 
nowożytnych, rozwijając się w kierunku naukowym, zgodnym z postępem 
krytyki filologicznej i gramatycznej (a więc sprzeniewierzając się dawne- 
mu kierunkowi humanistycznemu); przedewszystkim jednak udzielając 
coraz więcej miejsca naukom fizycznym i biologicznym. 

Nie jest naszym zadaniem roztrząsanie wyższości jednego lub drugie- 


go typu szkół, tym bardziej, że dokładne zważenie argumentów przema- 
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wiających za każdym z nich prowadzi raczej do wniosku, iż należy roz- 
wijać równolegle oba typy, odpowiednio do różniczkujących się potrzeb 
społecznych. Tak rozwiązano to zagadnienie niedawno (przynajmniej czę- 
ściowo) we Francji i w Niemczech; mamy tu pouczające doświadczenie 
pedagogiczne, dokonane na wielką skalę. Nie wątpimy, że w epoce, w któ- 
rej nie wiemy jeszcze czym zastąpić wartość kształcącą gramatyki, na 
mocy tych doświadczeń zostaną uznane prawa szkoły klasycznej do dal- 
szego istnienia — obok innych zakładów o charakterze przedewszystkim 
wychowawczym— jako zakładu, przygotowującego inteligencję do wyższych 
studjów. Mamy na myśli przedewszystkim gramatykę grecką, gdyż w mo- 
wie harmonicznej, której budowę ona nam odsłania, żyje głęboka i czy- 
sta myśl narodu, który umiał jak żaden inny łączyć kult prawdy z kul- 
tem piękna. 

Jesteśmy przekonani, że demokratyzacja kultury, obejmująca coraz 
szersze warstwy, nie usunie potrzeby wyborowego przygotowania do wyż- 
szych studjów i wyższych funkcji społecznych, których dokładne wyko- 
nywanie jest warunkiem trwałego istnienia każdej demokracji naprawdę 
zdolnej do życia. 

§ 2. O różnych systemach nauczania gieometrji. Ruch reforma- 
torski w dziedzinie nauczania gieometrji został zapoczątkowany w Anglji. 
Cechuje go reakcja przeciw metodom euklidesowym. Promotorem jego 
był przedewszystkim Perry. Ruch ten dąży do zastąpienia wykładu de- 
dukcyjnego przez wykład praktyczny, kładąc nacisk na doświadczenia la- 
boratoryjne. Ten system „praktyczny* przekształca się następnie w pewną 
odmianę kierunku wykształcenia empirycznego, zwanego zwykle kierun- 
kiem mełodycznym. 

Dążności reformatorskie rozpowszechniły się w Niemczech, nie prze- 
niknęły jednak do Włoch, gdzie rozwój metod nauczania, szczególnie 
w klasach wyższych, odbywał się w kierunku wprost przeciwnym. Odkąd 
Betti i Brioschi wprowadzili do szkół włoskich „Elementy* Euklidesa, 
cały szereg wybitnych matematyków i znakomitych pedagogów pracował nad 
stworzeniem wykładu gieometrji, opartego przedewszystkim na gruntownej 
podstawie logicznej *). 

Co mamy powiedzieć o walce tych dwuch, wprost sobie przeciwnych 
systemów pedagogicznych? Zdaniem każdego bezstronnego sędziego dwa 
kierunki w nauczaniu gieometrji, rozumowy i empiryczny, dążą do róż- 


* Sanniaid'Ovidio, De Paolis, Faifofer, Veronese, Ingrami, 
De Franchis i inni. W szczególności „Elementy gieometrji* Veronesego zawie- 
rają bardzo oryginalny system gieometryczny, ściśle związany z badaniami tego 
autora, o których mówić będziemy w dalszych artykułach. 
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nych celów: jeden, zgodnie z duchem szkoły klasycznej, chce kształcić 
i wysubtelniać inteligencję, drugi chce uczyć faktów, chce większości ucz- 
niów uprzystępnić fakty gieometryczne i nauczyć stosowania ich — pod 
tym względem jest on w zgodzie z duchem szkoły technicznej *). 

Wybór między temi dwoma celami nauczania nie należy do nauki, 
chodzi tu bowiem ostatecznie o ocenę ich względnej wartości w stosunku 
do różnorodnych interesów życia społecznego. Natomiast pedagogika, jako 
nauka, powinna zbadać, jakie są najwłaściwsze środki do osiągnięcia tych 
dwuch celów, powinna wyświetlić istotę obu systemów, wskazując, jakie 
wyniki można za ich pomocą osiągnąć, a nawet, o ile to jest możliwe 
i pożądane, zespolić je w jedną całość. 

Nasz punkt widzenia jest następujący: 

Pomijając wykształcenie techniczne, które miał przedewszystkim na 
względzie Perry, można powiedzieć, że wykład gieometrji doświadczalnej 
i metodycznej, odpowiednio prowadzony, jest doskonały na pierwszym sto- 
pniu nauczania i odpowiada w zupełności potrzebom szkoły elementarnej. 

Przeciwnie, w szkole średniej, przygotowującej uczniów do studjów 
wyższych, wykład rozumowy gieometrji jest rzeczą konieczną: kształci on. 
zdolności logiczne, a zarazem poprawia intuicję i czyni ją bardziej świa- 
domą. Dodajmy, że zdolność odrywania nie da się wykształcić w zbyt 
młodym wieku. Ale nawet przy nauczaniu rozumowym można z pożyt- 
kiem stosować pewne kryterja, pokrewne pomysłom pedagogów angiel- 
skich, i przez to osiągnąć naturalne przejście od jednego stopnia naucza- 
nia do drugiego. 


$ 3. Metoda doświadczalna. Metoda pedagogiczna Perry'ego polega 
na tym, żeby nauczyć ucznia „pracować“, stanowi więc niejako przy- 
gotowanie praktyczne do rzemiosła. Wskutek tego pierwsze miejsce zaj- 
muje w niej umiejętność posługiwania się przyrządami, natomiast okre- 
ślenia i dowody ogranicza ona do minimum, albo nawet opuszcza zupeł- 
nie, zastępując je zwykłym sprawdzaniem twierdzeń, które poprzedza ba- 
daniem kilku poszczególnych przypadków. 

Weżmy dwa charakterystyczne przykłady: 

Zamiast zbadać kryterja, które pozwalają nam określić równość pól, 
Perry uczy mierzyć praktycznie (w sposób przybliżony) pola, zapomocą 
papieru kratkowanego albo przyrządu Rankina. Uczeń tedy poznaje 
praktyczne sposoby mierzenia pól, nie zgłębiając wcale pojęcia pola. 

Zamiast dowodu twierdzenia Pitagorasa podajemy uczniowi najpierw 


*) Nazwa szkoły „technicznej“ obejmuje we Włoszech wszystkie typy szkół 
nie-filologicznych, a więc realne, handlowe i ściśle techniczne (uwaga tłum.) 
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prosty przykład trójkąta prostokątnego, którego boki mają odpowiednio 
3, 4, 5 jednostek długości; następnie zaś dajemy figurę, odpowiadającą 
przypadkowi ogólnemu, i z niej przez odpowiednie doświadczenie (np. wy- 
cinając ją z papieru) zdobywamy pewność fizyczną, że twierdzenie Pita- 
gorasa jest słuszne. 

Mówiliśmy już, że metoda praktyczna Perry'ego uległa pewnej zmia- 
nie, uwzględniającej potrzeby kształcenia umysłu. Z tego punktu widze- 
nia doświadczenie laboratoryjne nie dąży do osiągnięcia bezpośrednich ce- 
lów praktycznych, lecz do rozwoju pewnej zdolności pojmowania; tak więc 
doświadczenie staje się środkiem do wyjaśnienia i pogłębienia pojęć gieo- 
metrycznych. Wybitny pedagog duński T. Bonnesen osiągnął na tej 
drodze ładne wyniki. 

Naszym zdaniem, należy dokładnie odróżniać metodę doświad- 
czalną od metody intuicyjnej i nawpół rozumowej, stosowa- 
nej w wielu szkołach. Według nas, wyższość metody doświadczalnej pole- 
ga nietylko na wprawie w posługiwaniu się przyrządami, lecz również, 
ze względu na rozwój umysłowy ucznia, na dwojakiego rodzaju korzy- 

ściach: dodatnich i ujemnych. 

| Częste i prawdziwe doświadczenia gieometryczne przyczyniają się do 
rozwoju intuicji daleko więcej, niż opisy i objaśnienia słowne, tym bar- 
dziej, że z temi doświadczeniami łączy się zainteresowanie praktyczne, 
które trzyma uwagę ucznia w napięciu. 

Z drugiej strony, uważamy za rzecz szkodliwą wprowadzanie do 
wykładu intuicyjnego rozwinięć pseudo-logicznych, określeń i dowodów 
pozornych, które nietylko męczą i nudzą ucznia, lecz w dodatku wywo- 
łują w jego głowie pogmatwanie pojęć przez to, że beztreściwe zestawie- 
nia wyrazów wydają za rozumowanie. 

$ 4. Metoda rozumowa dedukcyjna Euklidesa. Naszym zdaniem, 
w nauczaniu początkowym należy prawie wyłącznie stosować metodę do- 
świadczalną; na wyższym stopniu nauczania dobrze jest uzupełniać nią 
metodę rozumową, bądź w celu wykształcenia umysłu wogóle, bądź spe- 
cjalnie w celu przygotowania ucznia do słudjów naukowych, w szcze- 
gólności do studjów fizycznych i matematycznych, gdyż szkoła średnia po- 
winna wszelkiemi sposobami ułatwić uczniowi przejście do wyższych 
studjów. 

Mniej lub więcej dokładne osiągnięcie tych celów zależy od sposo- 
bu pojmowania metody rozumowej i od postrzeżeń, za pomocą których 
możemy uprzystępnić wykład. 

Aby to lepiej zrozumieć zwróćmy się do sposobu wykładu gieometrji 
u Euklidesa. „Elementy* wielkiego matematyka uważamy słusznie za wzór 
logicznego wykładu. Wyższość ich nad podręcznikami nowożytnemi, np. 
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nad książką Legendre'a, dostrzeże z łatwością każdy, kto zada sobie trud 
porównania tych dzieł. 

Najwybitniejsze zalety wykładu Euklidesowego stanowią: dokładne 
wysłowienie twierdzeń, ścisłość i zupełność dowodów, w których autor 
bada dokładnie wszystkie możliwe przypadki, wreszcie przedziwny po- 
rządek, w którym twierdzenia następują po sobie, tworząc jeden łańcuch 
logiczny. Aby osiągnąć doskonałość logiczną, musiałyby „Elementy* po- 
siadać jeszcze katalog pojęć i twierdzeń podstawowych, któremi autor 
posługuje się w tekście, gdyż pierwsze określenia, pojęcia powszechne 
i postulaty *), na których opierają się konstrukcje elementarne, z dzisiej- 
szego punktu widzenia nie wytrzymują krytyki. Należy zresztą dodać, 
że podstawowe pojęcia, podane na początku „Elementów*, nie miały 
dla Greków tego znaczenia, które im przypisywali późniejsi komentatoro- 
wie, a nawet prawdopodobnie zostały dodane znacznie później do orygi- 
nalnego tekstu Euklidesa. 

Chcąc jednak ocenić dzieło Euklidesa z punktu widzenia dydak- 
tycznego, musimy wziąć pod uwagę sprawę tworzenia się pojęć gieome- 
trycznych. 

W wykładzie euklidesowym pojęcia, będące wynikiem długiego pro- 
cesu indukcyjnego, ukazują się odrazu w postaci skończonej, w ostatniej 
i najbardziej abstrakcyjnej fazie tworzenia się. To samo powiedzieć można 
o twierdzeniach i ich dowodach. Nowożytna analiza historyczna wyświe- 
tliła zasady, któremi kierował się Euklides przy układaniu swego traktatu; 
podkreśliła ona, że układ całości wynikł z potrzeby uzasadnienia w spo- 
sób najbardziej ekonomiczny pewnych szczególnie ważnych twierdzeń, np. 
twierdzenia Pitagorasa, którego dowód stanowi cel księgi pierwszej. Na- 
wet tak częste u Euklidesa sztuczne dowody „przez sprowadzenie do nie- 
dorzeczności* (tym bardziej niemiłe, że każą nam nieraz deformować figurę 
w sposób sprzeczny z naszemi wyobrażeniami) są zupełnie uzasadnione 
w jego systemie, gdyż sprowadzają do minimum ogniwa dedukcji, wyka- 
zując, iż twierdzenie było zawarte pośrednio w innych, poprzednio już 
dowiedzionych twierdzeniach. 

Krytyka nasza da się streścić w następujący sposób: 

Euklides analizuje szczegółowo związki między wynikami badań gieo- 
metrycznych i łączy je w jeden system dedukcyjny, ale zarazem formą 
dogmatyczną wykładu zaciera drogę, na której te wyniki zostały odkryte. 


*) Czyli pat, owal Śwam, alryjuvara, według terminologji Euklidesa. (Przy- 
pisek tłum.) 
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Te wady rzucają się w oczy szczególnie w wykładzie teorji wyższych, 
np. w wykładzie równoważności figur w księdze II, nadewszystko zaś w wy- 
kładzie teorji proporcji w ks. V. Trudność i pewna rozwlekłość wykładu 
są w danym razie uzasadnione, gdyż teorje te miały dla Greków niezwykle 
doniosłe znaczenie: przekraczały one ramy gieometrji i spełniały rolę, którą 
w dzisiejszej matematyce odgrywa formalizm algiebraiczny. 

Niemniej jednak określenie ogólne „proporcji* między wielkościami, 
podane na początku ks. V, jest niezmiernie charakterystyczne dla metody 
Euklidesa. Uważał on za rzecz praktycznie wskazaną podać najpierw 
oderwaną teorję proporcji, oddzielając ją zupełnie od zastosowań za- 
wartych w ks. VI; ale racje, które go do tego skłoniły, nie wymagały 
wcale wprowadzenia odrazu określeń najogólniejszych, obejmujących za- 
równo stosunki między wielkościami spółmiernemi, jak niespółmierne- 
mi. Występuje tu na jaw charakter dedukcyjny wykładu euklide- 
sowego. 

Odrazu też natrafiamy na najwybitniejszą wadę pedagogiczną tego 
wykładu. Wiemy wszyscy, że pojęcie proporcji jest dla uczniów bardzo 
trudne, jeżeli nie rozwijamy go stopniowo; powinniśmy najpierw zapoznać 
ich z prostszym przypadkiem równości stosunków między wielkościami 
spółmiernemi, a dopiero potym pokazać, w jaki sposób można to pojęcie 
uogólnić na przypadek wielkości niespółmiernych. 

$5. Uwagi ogólne o roli indukcji w nauce. Zanim od uwag 
o Euklidesie przejdziemy do rozważenia najwłaściwszych metod wykładu 
gieometrji, rzaćmy okiem na proces tworzenia się nauki, by ocenić rolę 
dedukcji i indukcji w tym procesie. 

Przeprowadzenie dokładnej granicy czy to między nauką doświad- 
czalną a rozumową, czy między nauką indukcyjną a dedukcyjną jest nie- 
możliwe na gruncie ewolucji pozytywnej pojęć teorjopoznawczych. Za- 
równo początki jak wyniki każdego rodzaju poznania opierają się na spo- 
strzeżeniu i doświadczeniu: nauka stara się ująć dane doświadczenia (o ile 
to możliwe) w formę wykładu rozumowego; każdy wykład rozumowy wzno- 
si się drogą indukcji od wstępnych spostrzeżeń i doświadczeń do pojęć, 
zawierających hipotezy, od tych zaś przechodzi dedukcyjnie do nowych 
faktów, należących do dziedziny doświadczenia, które powinno je spraw- 
dzić. Od tych faktów nauka wznosi się znów do pojęć ogólniejszych i bar- 
dziej abstrakcyjnych i t. d., nie zatrzymując się ostatecznie na żadnym 
z tych kolejnych okresów swego postępu. 

Że nakreślony przez nas schemat rozwoju odpowiada rzeczywistości, 
łatwo można się przekonać, porównywając różne nauki. Pozornie jednak 
pochylają się od niego poszczególne nauki, jeżeli uważamy je każdą zosobna, 
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bez związku z innemi. Nowy bowiem rozwój indukcyjny, biorący począ- 
tek w wynikach jakiejś teorji i w doświadczeniach, które tę teorję stwier- 
dzają, prowadzi nas nieraz poza granice konwencjonalne danej nauki (je- 
śli ją uważamy za gałąź wiedzy autonomiczną, niezależną od innych) 
i pojmowanie jej faktów każe nam rozszerzać na różne sposoby i w róż- 
nych kierunkach. i 

Coś podobnego można powiedzieć o gieometrji. Niejedna teorja gieo- 
metryczna może robić wrażenie zamkniętego systemu czysto dedukcyjnego, 
a jednak historja dowodzi, że teorje nasze rozszerzamy stopniowo za po- 
mocą spostrzeżeń i doświadczeń, które pomagają nam do uogólnienia od- 
powiednich pojęć podstawowych. Np., obserwacje czynione nad powierzch- 
niami wielokrotnie spójnemi albo nad wielokątami, odpowiadającemi funk- 
cjom automorficznym, odegrały pierwszorzędną rolę w rozwoju niektórych 
najdalej posuniętych działów gieometrji. Z drugiej strony, gieometrję można 
tylko abstrakcyjnie oddzielić od statyki i dynamiki, które są jej natural- 
nym przedłużeniem. 

Nie możemy tu szczegółowo roztrząsać tej kwestji filozoficznej. To, 
cośmy powiedzieli, było potrzebne do zdobycia ogólnego poglądu na naj- 
właściwsze metody nauczania gieometrji. Będziemy pamiętali, że metody 
nauczania nie powinny mieć na celu zilustrowania jakiejś zamkniętej w so- 
bie dziedziny poznania, lecz przeciwnie powinny utorować drogę pojmo- 
waniu dalszych perspektyw rozwoju nauki. 

$ 6. Metoda indukcyjna rozumowa. Chcąc przygotować umysł do 
wyższych studjów naukowych, trzeba najpierw doskonale wyćwiczyć zdol- 
ności, które ułatwią później uczniowi zrozumienie sensu nauki, następnie 
zaś dać możność uczniowi rzucenia okiem na proces rozwoju wiedzy. Spo- 
sób nauczania powinien w ogólnych zarysach przystosować się do tego 
celu. Ideałem pod tym względem byłoby odtworzenie w wykładzie roz- 
woju historycznego nauki, zgodnie z zastosowaniem psychologicznym zna- 
nego prawa biologicznego, według którego ontogieneza jest powtórzeniem 
filogienezy. 

Należy jednak ten punkt widzenia idealny pogodzić z wymaganiami 
ekonomji myślenia, która nie pozwala na powtarzanie wszelkich prób cząst- 
kowych lub mylnych, poprzedzających utworzenie się teorji naukowej, lecz 
każe wzbudzić w umyśle ucznia pojęcie rozwoju danej teorji tylko o tyle, 
o ile to jest potrzebne do zrozumienia obecnego jej stanu. 

Przejdźmy od ogólnych oderwanych poglądów do konkretnego ma- 
terjału gieometrycznego. Od czysto dedukcyjnego wykładu Euklidesa wo- 
limy wykład rozumowy, któryby nie zaniedbywał indukcyjnej strony teorji 
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gieometrycznych *). Proponowany przez nas system nie jest przeciwsta- 
wieniem euklidesowego, lecz raczej jego uzupełnieniem. 

Co znaczy: „rozwinięcie indukcyjne materjału gieometrycznego*? Jak 
można takie rozwinięcie pogodzić z wymaganiami wykładu rozumowego? 

Założyliśmy, że na pierwszym stopniu nauczania wykład jest doświad- 
czalny. Z przyrządami w ręku pracujemy tam nad figurą i grupujemy 
najróżnorodniejsze spostrzeżenia faktyczne. Utworzony w ten sposób za- 
sób spostrzeżeń i pojęć (nie wyłączając najelementarniejszych) stanowi punkt 
wyjścia wykładu rozumowego, przyczym musimy te spostrzeżenia i poję- 
cia ująć w formę logiczną postulatów, a w tym celu musimy je roz- 
trząsać każde zosobna i grupować według ich związków logicznych. 

Możemy odrazu w sposób najogólniejszy wypowiedzieć wszystkie po- 
stulaty i wyliczyć wszystkie pojęcia, następnie zaś drogą dedukeji wycią- 
gać z nich wnioski, można jednak postąpić inaczej: do każdego postulatu 
lub określenia, które rzeczywistość nam nasuwa, możemy nawiązać odpo- 
wiednie własności gieometryczne, następnie zaś stopniowo wykazać, że dal- 
sza obserwacja figur podsuwa nam coraz to nowe fakty i pojęcia, z któ- 
rych wypływają coraz szersze wnioski. Ten właśnie sposób ugrupowania 
materjału wyrabia jaśniejszy pogląd na tworzenie się pojęć gieometrycz- 
nych. Prowadzi on do dowodów i określeń, które możnaby słusznie 
nazwać indukcyjnemi. 

Zamiast np. rozpoczynać od pojęć linji i powierzchni i szukać naj- 
ogólniejszych postulatów, a potym dopiero przechodzić do linji prostej, od- 
cinków, kół, łuków, płaszczyzn, sfer i t. p., zaczniemy od zbadania włas- 
ności poszczególnych figur, przyczym zestawiać będziemy własności spólne 
odcinkom i łukom, jako linjom otwartym skończonym i t. p. (Porównaj 
artykuł III). 

Czyniąc spostrzeżenia na trójkątach i na wielokątach wypukłych lub 
wklęsłych prostolinjowych, zauważymy, że figury te dadzą się określić zapo- 


*) Wyszczególnionym później kryterjom staraliśmy się uczynić zadość, o ile 
na to pozwalały programy szkół włoskich, w naszym kursie gieometrji, opraco- 
wanym spólnie z prof. U. Amaldim. Kurs ten podzieliliśmy na dwa stopnie: 
stopień pierwszy, przeznaczony dla szkół technicznych, uzupełniających oraz dla 
niższych klas szkół średnich, ma charakter doświadczalno-konstrukcyjny; stopień 
wyższy, przeznaczony dla klas wyższych szkół średnich, ma charakter rozumowo- 
indukcyjny, co odpowiada naszym poglądom na podstawy gieometrji. 

[Ta druga część kursu, nosząca w oryginale tytuł: F.Enriques e U.Amaldi 
Elementi di geometria ad uso delle scuole secondarie superiori, ukaże się w prze- 
kładzie polskim jednocześnie z niniejszym dziełem, pod tytułem „Zasady gieom. 
dla szkół średnich”. Na książkę tę nieraz będziemy się w dalszym ciągu powoły- 
wali. (Przyp. tłum.)] 
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mocą zestawienia lub skrzyżowania obszarów płaszczyzny, wyznaczonych 
przez proste i koła *). Opierając się na tym, będziemy mogli dopomóc 
uczniowi do wytworzenia pojęcia pola, ograniczonego konturem (porówn. 
artykuł III) **). 

W taki sam sposób można wyłożyć dla tych figur pojęcia równości 
(porówn. artykuł IV) i równoważności, oraz związane z niemi własności. 
Niema powodu obawiać się wprowadzenia tych pojęć za pomocą określeń, 
które wypadnie następnie rozszerzyć i zmienić, by przejść do przypadków 
ogólniejszych. Należy tylko każdą zmianę lub rozszerzenie definicji uza- 
sadnić w sposób najbardziej naturalny, a w razie potrzeby, przygotować 
do tego ucznia za pomocą szeregu odpowiednich spostrzeżęń. 

Jeżeli np. wielokąty równoważne określiliśmy jako takie, które dają 
się rozłożyć na części równe, mające kształt wielokątów, możemy przejść 
od tego określenia do ogólniejszej teorji równości pól, zwracając uwagę 
ucznia, że inne kryterja równoważności, odpowiadające intuicyjnemu po- 
jęciu pola jako wielkości, sprowadzają się zawsze do pierwotnego określe- 
nia. Np. dają się rozłożyć na części wielokątne równe takie nawet wie- 
lokąty, 

1) które można rozłożyć na części równe nie mające kształtu wielo- 
kątów, 

2) albo takie, że jeden z nich nie jest większy od drugiego (porówn. 
artykuł VI). 2 

Rozwijanie dowodów powinno odbywać się równolegle do wykładu in- 
dukcyjnego określeń. Ponieważ np. twierdzenia o proporcjach dadzą się 
łatwo ustalić w przypadku stosunków wymiernych, należy rozpocząć od 
tego przypadku; uzupełniając dowód nasz dla stosunków niewymiernych, 
możemy poprzestać na jakimś jednym przykładzie, by nie: nudzić ucznia. 

Błędem byłoby mniemać, że wykład rozumowy wymaga, by wszyst- 
kie dowody były kompletne, a wszystkie określenia najogólniejsze. Wy- 
starczy, jeżeli uczeń pojmie doniosłość i potrzebę zupełności i ogólności 
dowodu, a do tego celu daleko pewniej prowadzą pewne luki rozmyślnie 
uczynione i podkreślone, niż pedantyczna ścisłość wykładu. 


') O zestawieniu lub krzyżowaniu (riunione e interferenza) obszarów płas- 
kich porówn. Enriques i Amaldi Zasady gieometrji, przekład polski, str. 32, 40 
(przyp. tłum.) 

") Podkreślamy, że metoda indukcyjna i gienetyczna jest przy danym stanie 
nauki logicznie konieczną, nie posiadamy bowiem dotąd dostatecznie zbadanego 
układu postułatów, na mocy którego można byłoby podać najogólniejsze określenia 
linij i powierzchni. 
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$ 7. Środki, któremi rozporządza nauczyciel. Jeśli chodzi nam 
o. zupełność wykładu rozumowego i o wprowadzenie w życie planu induk- 
cyjnego, musimy zastanowić się, jakiemi środkami wychowawczemi roz- 
porządza nauczyciel i jak je może stosować. 

Środki są następujące: 

1) podręcznik, który dajemy do rąk uczniowi; 

2) wykład ustny; 

3) wypracowania piśmienne, domowe i klasowe. 

Trzy te środki należy skoordynować, by służyły do jednego celu, rola 
ich jednak musi pozostać różna. Niepodobna np. zgodzić się na to, by 
podręcznik powtarzał po prostu wykład ustny, albo... odwrotnie. Żywe 
słowo jest najwłaściwszym tłumaczem procesu zdobywania wiedzy, nato- 
miast książka musi tę wiedzę przedstawiać w postaci bardziej skończonej 
i ustalonej. 

Możemy np. doprowadzić ucznia do tego, że obserwując sposoby bu- 
dowania trójkątów za pomocą cyrkla, odkryje on twierdzenia o równości 
trójkątów, mających równe boki, albo o nierówności boków w trójkącie— 
o ile, oczywiście, nie umieścimy tych konstrukcji w dalszej części kursu. 

Podkreślamy z naciskiem, że w wykładzie ustnym należy szerzej 
uwzględniać indukcję, natomiast książka powinna podawać wywody de- 
dukcyjne możliwie szczegółowo i zupełnie. Rozdziały, które nauczyciel 
opuszcza jako zbyt trudne lub mało interesujące dla ogółu uczniów, za- 
chowują swą wartość dla mniejszości; tej mniejszości powinniśmy ułatwić 
pogłębienie kultury umysłowej. Zresztą rozdziały te mogą nawet dla wszyst- 
kich mieć pewną wartość, gdyż wskazują istnienie braków, które należa- 
łoby usunąć. To samo dałoby się powiedzieć o wyjaśnieniu szczegółowym 
pewnych pojęć w celu uwydatnienia ich związków logicznych, np. o spo- 
strzeżeniach, prowadzących do ogólnego określenia pola wielokąta wy- 
pukłego, które to pojęcie jest każdemu intuicyjnie dobrze znane. 

Co się tyczy zadań, które stanowią konieczne uzupełnienie kursu, to 
możemy za ich pomocą uczyć przedewszystkim odkrywania prawd, 
a przytym zapoznawać uczni z ciekawemi zastosowaniami praktycznemi 
gieometrji, przez co będziemy kontynuowali robotę, rozpoczętą w klasach 
niższych na wykładach gieometrji doświadczalnej. 

Jeśli przytym chcemy wdrożyć ucznia do analizowania otrzymanych 
rozwiązań, musimy bardzo starannie opracować porządek zadań, by na- 
stępowały one po sobie w związku logicznym, tworząc szereg indukcyjny. 

$8. O ścisłości i o pewnej przesadzie krytycznej. Na nasze kry- 
terja pedagogiczne musimy jeszcze spojrzeć z punktu widzenia ścisłości 
metody rozumowej. 

Na kilku przykładach uwydatniliśmy już implicite, jaką wagę przy- 
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wiązujemy do analizy logicznej pojęć i do jakiej wysokości chcemy tę 
analizę podnieść, Ale zarazem uwagi o zupełności dowodów wykazały, że 
nasze pojęcie ścisłości różni się nieco od tradycyjnego. 

Nasz sposób traktowania rzeczy da się zrozumieć i uzasadnić z punktu 
widzenia celów wychowawczych nauczania, które dąży do wyświetlenia 
w nauce strony teorjopoznawczej. Z tego punktu widzenia największą do- 
niosłość ma dokładne rozróżnienie z jednej strony logiki, z drugiej—spo- 
strzeżenia empirycznego i intuicji. 

Na tym właśnie polega postęp krytyczny w nowożytnym sposobie 
traktowania podstaw gieometrji; postęp ten jest wynikiem świadomej ewo- 
lucji środków badania i dowodzenia, panującej nad nowożytnemi poglą- 
dami na metodę naukową, której wartości dla rozwoju wiedzy teoretycz- 
nej (szczególnie w dziedzinie fizyki) niewolno zapoznawać. 

Ze względu na dalszy rozwój nauki, jak również ze względu na nie- 
zbędne przygotowanie umysłowe, zupełnie uzasadnione jest kryterjum 
ścisłości w rozumowaniu; nie pozwala ono na wprowadzanie do 
rozumowań cichaczem nowych danych intuicyjnych, lecz żąda, byśmy je 
w przesłankach wyraźnie za takowe uznali. 

W ten sposób doprowadzamy ucznia do zrozumienia, czym 
jest organizm logiczny, pomimo iż nie zawsze będziemy uważali 
za właściwe badać rozwój tego organizmu aż do najdrobniejszych szcze- 
gółów. 

Warunki ścisłości, których spełnienie uważamy za konieczne w wy- 
kładzie rozumowym gieometrji, można sformułować w następujący sposób: 

1) Zaznaczamy wyraźnie, jakie pojęcia podstawowe uważamy za pier- 
wotne i przyjmujemy bez określenia. Będziemy uważali je za dostatecznie 
wyjaśnione przez ich treść empiryczną. 

2) Wypowiadamy jako postulaty (w postaci stosunków logicznych) 
związki między pojęciami podstawowemi, które nam nasuwa spostrzeżenie 
i doświadczenie. Podkreślamy przytym użytek, który czynimy z doświad- 
czenia w dowodach. 

3) Wszystkie inne pojęcia, wprowadzane do wykładu, określamy zgod- 
nie z kryterjami określeń logicznych. Dowodzimy każdego twierdzenia, nie 
zawartego w postulatach, a przynajmniej zaznaczamy potrzebę dowodu. 

Nie chcemy zresztą bynajmniej ograniczać odwoływania się do in- 
tuicji i odrzucamy wprost, jako sprzeczne z zasadami dy- 
daktyki, żądanie wprowadzania do wykładu takich tylko 
postulatów i pojęć podstawowych, które są od siebie nie- 
zależne. Uprzedzamy, że z tego żądania wynikają trudności nie do prze- 
zwyciężenia w wykładzie szkolnym. Kto nie wie, ilu potrzeba nieraz roz- 
różnień drobiazgowych i subtelnych, ile kunsztu, żeby uniknąć posługi- 
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wania się intuicją i wyprowadzić z niewielu zasad nowe własności, nie 
mniej oczywiste od samych zasad? 

Nauczyciel, który zetknął się z praktyką szkolną, widzi dobrze, że żą- 
daniu temu niepodobna zadość uczynić, to też zrzeka się wymagań, któ- 
rych nie może zastosować z całą ścisłością, ale zrzeka się ich niechętnie, 
uważając to za zło konieczne wykładu. Pod tym względem nauczyciel nie 
ma słuszności i warto dowieść mu tego. 

Dążność do oparcia własności intuicyjnie oczywistych na rozumo- 
waniu dedukcyjnym jest pozostałością nieświadomego złudzenia, że praw- 
dziwa podstawa pewności gieometrycznej jest rozumowa (racjonalna), nie 
zaś empiryczna. Z chwilą gdy zrozumieliśmy, że postulaty odkrywa nam 
bezpośrednio intuicja, która skupia dane wielu doświadczeń i spostrzeżeń, 
wówczas niedorzecznym staje się mniemanie, jakoby twierdzenia, wysnute 
z tych postulatów, odznaczały się wyższym stopniem pewności niż same 
postulaty. I oto chcą podsuwać uczniowi to mylne pojęcie teorjopoznaw- 
cze, aby usprawiedliwić pracę nad dowodzeniem tego, co dla ucznia jest oczy- 
wiste! Logicznym wynikiem takiej metody musiałoby być zupełne zdyskre- 
dytowanie intuicji, na której przecie opiera się cały gmach dedukcji gieo- 
metrycznych. Na szczęście w takich razach umysł ucznia buntuje się 
isam dochodzi do powątpiewania o wartości rozumowań. 

Jeszcze gorzej postępują ci, co powiadają: „postulat jest prawdą, 
której dowieść nie można i którą przyjmujemy za podstawę in- 
tuicji lub doświadczenia*. Przedewszystkim w szkole niepodobna uza- 
sadnić niemożliwości dowodu, ale, co gorsza, w ten sposób każemy ucz- 
niowi wierzyć, że postulaty i twierdzenia są różnej natury, jak gdyby róż- 
nica między niemi była czymś, co tkwi w nich samych, niezależnie od ich 
związku z innemi przesłankami, których wybór i porządek zależy przecie 
od naszej woli. Tymczasem różnica między postulatami a twierdzeniami 
jest cechą charakterystyczną sposobu, który obraliśmy jako najdogodniej- 
szy do ich uzasadnienia. 

Aby zilustrować tę różnicę, musimy pokazać przy sposobności ucz- 
niowi, jak to samo twierdzenie można czasem uzasadnić zarówno zapomocą 
spostrzeżenia, jak i prostego rozumowania, Np. równość trójkątów, ma- 
jących po równym boku zawartym między równemi kątami, można albo 
uzasadnić za pomocą idealnego doświadczenia (nakładania), albo dowieść 
przez „sprowadzenie do niedorzeczności*, jeżeli opieramy się na równości 
trójkątów, mających po dwa równe boki i po równym kącie między niemi 
zawartym. 

Do powyższych uwag pedagogicznych można nawiązać jeszcze jedną, 
dotyczącą wymagań krytycznych, które stawiają obecnie określeniom. Nie- 
którzy żądają, by określenie nie zawierało pierwiastków zby- 
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tecznych, t. j. takich, które wypływają logicznie z innych części da- 
nego określenia. Jeżeli np. powiadamy: „prostokąt jest równoległobokiem, 
mającym 4 kąty proste*, albo: „kwadrat jest prostokątem, mającym 4 
równe boki*, wprowadzamy pierwiastki zbyteczne; należałoby powiedzieć: 
„prostokąt jest równoległobokiem, którego jeden przynajmniej kąt jest pro- 
sty“, „kwadrat jest prostokątem, którego dwa przyległe boki są równe“. 

Otóż łatwo zrozumieć, że ten sposób postępowania wynika ze zbyt 
subtelnego i formalnego traktowania strony logicznej i może doprowadzić 
do „błędów daleko cięższych niż te, od których chcemy uchronić ucznia. 
Istotnie, określenie figury powinno przywoływać uczniowi na myśl te ce- 
chy, które ją charakteryzują jako rzecz widzianą w wyobraźni. W szcze- 
gólności więc należy w sposób symetryczny traktować to, co w figurze sa- 
mej jest symetrycznym. 

Zresztą wymaganiom logicznym można zadość uczynić inaczej: wy- 
starczy podkreślić w każdym określeniu, zawierającym 
elementy zbyteczne, zależność jednych jego elementów 
odinnych. Np. prostokąt określilibyśmy jako równoległobok, w któ- 
rym wszystkie cztery kąty są proste, a zarazem zwrócilibyśmy uwagę ucz- 
nia, że jeżeli w równoległoboku jeden kąt jest prosty, wówczas trzy inne 
kąty muszą też być proste. 

Powróćmy teraz do postulatów. 

$ 9. Rozszerzenie wykładu w kierunku filozoficznym. W celu 
zilustrowania kryterjum pedagogicznego, dotyczącego postulat ów, za- 
wierających elementy zbyteczne, powołaliśmy się na wyższy 
punkt widzenia krytyki teorjopoznawczej. Z tego punktu widzenia jest 
rzeczą właściwą podkreślenie (przy sposobności) roli różnych środków ba- 
dania lub dowodzenia, stanowiących podstawę budowy nauki. W wykła- 
dzie rozamowym gieometrji udzielamy wiele miejsca logice, należałoby 
tedy uwidocznić również rolę empirycznych środków badania. Byłoby np. 
rzeczą pouczającą pokazać, jak proste spostrzeżenie (postulat De Zolta) 
ułatwia odwrócenie twierdzeń o równoważności wielokątów, jakkolwiek 
za pomocą zawilszego rozumowania można byłoby ustalić to twierdzenie, 
nie odwołując się do intuicji (por. artykuł VTI). 

Skoro jednak powołujemy się na punkt widzenia filozoficzny, mogą 
nam zarzucić, że zapoznajemy wartość nowożytnych badań krytycznych 
nad niezależnością postulatów. Mogą nas zapytać, w jaki sposób system 
nauczania, zapoznający ten kierunek postępu naukowego, może rościć pre- 
tensje, iż przygotowuje ucznia do wyższych studjów? 

Zarzut ten łatwo odeprzeć. Wartość owych badań krytycznych polega 
nie tyle na odszukaniu związków zależności, ile raczej na ustaleniu faktu, 
że istnieją w rzeczywistości pewne dane, niezależne od innych, już przez 
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nas uznanych. Prawdziwy wynik tych poszukiwań (zarówno dla gieometrji, 
jak wogóle dla nauk fizycznych) polega, że tak powiem, na rozszerze- 
niu dziedziny możliwości, a to przez badanie wniosków, wynika- 
jących z opuszczenia tej lub owej hipotezy. 

Jeśli więc przed młodocianym umysłem chcemy rozłoczyć perspek- 
tywy filozoficzne, wynikające z postępów nowożytnej krytyki, to najwła- 
ściwszą drogą nie jest weale wprowadzanie żmudnych dowodów oczywi- 
stych prawd—dowodów, które nawet nie potrafią wzbudzić podejrzenia, że 
może istnieć jakaś gieometrja ogólniejsza. 

Pierwiastek filozoficzny można inaczej wprowadzić do nauczania, je- 
żeli, oczywiście, sądzimy, że przynajmniej zdolniejsi uczniowie osiągną stąd 
pewne korzyści. Można mianowicie do wykładu gieometrji nawiązać uwa- 
gi o istocie doświadczeń, które usprawiedliwiają przyjęcie tych lub owych 
postulatów. Możemy np. podkreślić, że postulatu o równoległych niepo- 
dobna sprawdzić w przestrzeni skończonej, dostępnej naszym środkom obser- 
wacyjnym, że istnieją pewne twierdzenia równoważne z tym postulatem 
i nie posiadające tej niedogodności (np. twierdzenie o sumie kątów w trój- 
kącie) i że te twierdzenia możemy sprawdzić ilościowo w sposób przy- 
bliżony. 

W uwagach naszych dotknęliśmy jednego z delikatnych punktów 
nauczania, w których przekraczamy granicę elementarnego wykładu i za- 
puszczamy się w dziedzinę filozofji nauki. Niepodobna przewidzieć a priori, 
kiedy i w jakich warunkach wypadnie nauczycielowi przekroczyć ramy 
programu szkolnego, by otworzyć przed uczniami szersze horyzonty. Nie- 
wątpliwie sposobność po temu zdarza się często, a dla ucznia inteligent- 
nego wzmianka o wyższych zagadnieniach może się stać podnietą do po- 
głębienia kultury umysłowej. Kto z nas nie pamięta z własnej młodości, 
jak silne wrażenie uczyniło na nim to lub owo zagadnienie, nasunięte 
przez wykład nauczyciela, jak stało się ono początkiem długich rozmyślań” 

Biada jednak, jeżeli w takich wypadkach nie znamy miary! Biada, 
jeżeli systematycznie staramy się opuszczać dziedzinę elementarną, zwłasz- 
cza jeśli kieruje nami chęć popisania się łatwą erudycją! Wyższość na- 
uczyciela powina przejawiać się inaczej. Nauczyciel powinien umieć znacz- 
nie więcej niż to, co wykłada, ale zarazem powinien pamiętać, że ta jego 
wiedza nie ma żadnej wartości, jeśli mu nie daje głębszego zrozumienia 
tego właśnie, co on wykładać musi. 

Uwaga nasza może się wydawać tak oczywistą, że aż zbyteczną. 
A jednak nie tak łatwo zrozumieć, co znaczy „znać lepiej* przedmiot ele- 
mentarny i w jak wielu kierukach można żądać od nauczyciela tej „lep- 
szej* znajomości przedmiotu. 
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Dotknęliśmy tu zasadniczej sprawy: przygotowania nauczycieli, ale 
temat ten jest tak obszerny, że przekracza ramy naszego artykułu. Mu- 
simy więc na tym poprzestać, dorzucając jeszcze tylko jedną radę. Grun- 
towne i szerokie ujęcie przedmiotu, oraz wykształcenie filozoficzne nadają 
wielką wartość i skuteczność każdemu, najskromniejszemu nawet wykła- 
dowi, jeśli nauczyciel umie oświetlić rzecz całą płomieniem, który we 
własnym umyśle zapalił. Kto chce podnosić innych, niech sam się wznosi 
coraz wyżej, niech własną gałąż studjów uprawia jako cząstkę nauki 
ogólnej. 
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ARTYKUŁ TRZECI. 


O pojęciu prostej i płaszczyzny 


napisał 


Ugo Amaldi z Modeny. 


Zajmiemy się sposobem wprowadzenia do wykładu gieometrji elemen- 
tarnej zasadniczych pojęć punktu, prostej i płaszczyzny. 

W „Elementach* Euklidesa znajdujemy pierwsze rozwiązanie 
tych zagadnień logiczno-dydaktycznych. 

Można powiedzieć, że greckie i arabskie komentarze do tekstu Euk li- 
desa stanowią początek badań nad podstawami gieometrji, które możemy 
objąć jedną nazwą krytyki gieometrycznej. 

Za pierwszy okres rozwoju tej krytyki można uważać czas od Eukli- 
desa do 1820 r. W tym okresie krytyka gieometryczna nie odchylała się 
istotnie od prostych logicznych kryterjów uporządkowania, któremi kiero- 
wała się przy swych narodzinach. 

Wraz z powstaniem gieometrji nieeuklidesowej rozpoczyna się nowy 
okres w dziejach tej krytyki. Badania nad podstawami gieometrji wznoszą 
się od zagadnień logiczno-dydaktycznych do szerszego i wyższego ujęcia 
zagadnień materjalnych i filozoficznych. Nowe wyniki pozytywne, które 
w ten sposób zdobyto, oraz głębokie poglądy krytyczne, którym te wyniki 
utorowały drogę, rzuciły również jaskrawe światło na skromne zagadnie- 
nie dydaktyczne, dotyczące wykładu podstaw gieometrji. 

Nie mamy zamiaru zbierać z obszernej dziedziny nowożytnej krytyki 
gieometrycznej wszystkich przyczynków ciekawych, płodnych i pożytecz- 
nych, na których można oprzeć wykład podstaw gieometrji, ścisły pod 
względem naukowym, a zarazem odpowiadający wymogom dydaktyki. 
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Możemy odesłać czytelnika do innych źródeł, szczególnie do artykułu: 
F. Enriques Principes de la géométrie *). p 

Cel nasz jest o wiele skromniejszy. 

W pierwszej części naszego artykułu damy wykład historyczny okre- 
śleń prostej i płaszczyzny, które panowały w szkolei w książkach. 
Zbadamy te określenia, aby wykazać, że w łańcuchu dedukcji gieome- 
trycznych należy przyjąć pojęcia prostej i płaszczyzny za pierwotne, 
scharakteryzowawszy je odpowiednim układem pewników. 

Te postulaty (poprzestaniemy na pierwszych własnościach wykreśl- 
nych) odnoszą się do stosunków przynależności, zachodzących 
między punktami, prostemi i płaszczyznami, do własności linjowych 
prostej oraz własności powierzchniowych płaszczyzny, wreszcie do 
trójwymiarowości przestrzeni. 

Temi własnościami zajmujemy się w drugiej części artykułu. Celem 
naszym nie jest zupełne uzasadnienie logiczne gieometrji elementarnej; 
chcemy tylko naszkicować główne sposoby sformułowania i rozwinięcia 
tych własności, prowadzące do odpowiedniego określenia pojęć odcinka, 
kąta płaskiego i dwuściennego. W szczególności pomówimy o po- 
dziale na obszary płaszczyzny (za pomocą prostych, kątów i wielokątów) 
i przestrzeni (za pomocą płaszczyzn, kątów bryłowych i wielościanów), 
wykażemy też, w jaki sposób można stąd dojść do zagadnień, które nie 
wykraczają poza ramy tradycyjnej gieometrji elementarnej, a jednak dają 
doskonały materjał do badań i rozważań. 


Określenia prostej. 


1. Chcąc bodaj pobieżnie przedstawić czytelnikowi, w jaki sposób 
próbowano wprowadzać i charakteryzować figury podstawowe gieometrji 
elementarnej, rozpoczniemy od „Elementów* Euklidesa, z któremi po- 


*) -Encyclopédie des sciences mathématiques tome III, vol. I. 

Z artykułu tego wiele skorzystaliśmy przy naszej pracy. Prócz tego musimy 
wspomnieć o następujących dziełach: 

Weber-Wellstein Enzyklopädie der Elementar- Mathematik II Band 2 
Aufl. Leipzig Teubner 1908. 

F. Sehur Grundlagen d. Geometrie. Leipzig. Teubner 1909. 

Killing-Hovestadt Handbuch d. mathematischen Unterrichts, I Band. 
Leipzig Teubner 1910. II Band 1913. 


Zagadnienia gieom. 3 
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zostają w bliższym lub dalszym związku wszystkie określenia, jakie później 
wymyślono. 

W pierwszym ze swoich $por (M. Simon tłumaczy „Abgrenzun- 
gen“) Euklides powiada: Znpstóv żozw ob pépos od3śy. Zdanie to, wzięte do- 
słownie, zawiera niedorzeczność logiczną, łatwo więc pojąć, że dało ono 
powód do wielu komentarzy i objaśnień. Ani określenie Euklidesa, ani 
różne do niego komentarze nie miały żadnego wpływu na rozwój logiczny 
poszczególnych systemów gieometrycznych, z których każdy opiera się po- 
prostu na pojęciu intuicyjnym i nieprzywiedlnym punktu. Wobec 
tego nie będziemy się dłużej zatrzymywali nad tą sprawą; zaznaczymy 
tylko, że M. Simon widzi w sformułowaniu euklidesowym określenie 
przez przejście do granicy *). 

2. Drugi poç euklidesowy opiera się na pojęciu wymiaru, przy- 
jętym za podstawowe **) i charakteryzuje linję powiadając pany òè pfjkog 
ATAATÉG. : 
Trzeci Gpog zawiera następujące określenie prostej: Ebosia ypapwh 
łarw frg ŻĘ taov toig èp’ éavtis onpeiog neitar. 

Określenie to komentowano na różne sposoby ***). Niektórzy, uzależ- 
niając zoię onpetos bezpośrednio od xelta, tłumaczą: prosta jest linja, 
leżącą jednostajnie na swych punktach. To „jednostajne le- 
żenie“ objaśniają rozmaicie. Jedni rozumieją przez to, że jeśli na prostej 
unieruchomimy dwa dowolne punkty, prosta nie będzie mogła przybierać 
różnych położeń. Inni tłumaczą to tak: jeśli na prostej obierzemy dowolny 
odcinek, wówczas na całej rozciągłości tej prostej istnieją równe mu od- 
cinki. Jednocześnie w określeniu euklidesowym upatrują twierdzenie, że 
każdy punkt na prostej dzieli ją na dwie części równe. 

Otóż pierwsze tłumaczenie czyniłoby zbytecznym pewnik V: dwie 
proste nie zawierają przestrzeni, dwa zaś drugie nie przypisują 
prostej własności charakterystycznej, gdyż można je równie dobrze stoso- 
wać do innych linji, np. do okręgu lub linji śrubowej. 

Dowcipne lecz nieco ryzykowne jest tłumaczenie Simona, który 
(uzależniając zawsze toig onysto od sira.) uważa xeitat za formę bierną 
czasownika riónyt i powiada: prosta jest to linja, wyznaczona 
jednostajnie przez swe punkty, czyli prosta jest linją, któ- 
rej żaden punkt nie wyróżnia się przed innemi (auf der kein 
Punkt vor dem andern ausgezeichnet ist). 


thw 


*) Simon. Euklid u. die sechs planimetrischen Bücher. Leipzig 1901, str. 25. 
*) Simon, tamże str. 26. 
**) Simon, tamże, str. 26. (Obszerniej i gruntowniej zostały te rzeczy omó- 
wione w nowym angielskim przekładzie Euklidesa p. t. T. Heath The thirteen 
books of Euclid Elements Cambridge 1908. vol. I, str. 154—192.—przyp. tłum.). 
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Zdaje mi się, że zarówno z punktu widzenia gramatyki, jak składni 
lepiej jest przypuścić, że zoię onysto zależy od ż$ law, i tłumaczyć: pro- 
sta jest linją, leżącą (albo położoną, albo ciągnącą się) 
w jednakowy sposób względem swych punktów. Na popar- 
cie tego tłumaczenia można powołać się na zdanie Proclusa, który 
w celu zilustrowania tego określenia dodaje, że prosta jest jedyną linją, 
której długość, zawarta między dwoma punktami, jest tożsamą z odle- 
głością tych punktów. Możnaby jeszcze dodać, że prosta jest jedyną 
linją, której kierunek jest tożsamy z kierunkiem, w którym dowolny 
punkt linji leży względem jakiegokolwiek innego jej punktu. 

Zbyt długo zresztą zatrzymaliśmy się nad temi interpretacjami, które 
może wcale nie wyłączają się wzajemnie, gdyż przypuszczalnie każda z nich 
oddaje tylko jedną stronę myśli Euklidesa. Rolę, którą Euklides przy- 
pisywał owym Żpot w swoim systemie gieometrycznym, utożsamiają często 
z rolą, którą my dziś nadajemy określeniom w matematyce wogóle, 
a szczególnie w gieometrji, ale takie stanowisko opiera się na uprzedzeniu 
i nie da się chyba obronić. Można, jak sądzę, uważać, że Euklides chciał 
po prostu w swoich pot ustalić terminologję gieometryczną *), zachowując 
dla „postulatów* i „pojęć powszechnych* te własności podstawowych 
utworów, które miał zamiar stosować w dalszych dedukcjach. Np. Eukli- 
des po owym „określeniu* prostej postuluje, że od dowolnego punktu 
można poprowadzić prostą do innego jakiegokolwiek punktu, i twierdzi 
w „pojęciach powszechnych“, że dwie proste nie zawierają prze- 
strzeni. 

3. Wszystkie określenia prostej, które obok euklidesowego miały 
największe powodzenie w szkole, pozostają w bliższym lub dalszym związ- 
ku z podstawowym faktem gieometrycznym, że prosta jest wyzna- 
czona przez dwa dowolne swoje punkty. 

Możemy powiedzieć wraz z Bolzano, że, dając dwa punkty, uwi- 
doczniamy dwa pojęcia albo orzeczenia, mianowicie odległość 
ikierunek. 

Widzieliśmy, że już w interpretacji określenia euklidesowego, którą 
podał Proclus, występuje odległość jako pojęcie pierwotne. Na tym 


*) Przytaczamy tu za Simonem zdanie Lamberta (Briefe an Holland— 
Deutsch. Gelehrt. Briefwechsel I, Bd. IV): „Euklides rozpoczyna od określeń i skupia 
je razem, ale to jest poprostu nomenklatura. Czyni on to samo, co np. zegarmistrz 
albo inny rzemieślnik, który rozpoczyna od tego, że zapoznaje ucznia z nazwami 
swych narzędzi“. Porów. też Zeuthen Geschichte d. Mathematik im Altertum u. 
Mittelalter. Kopenhagen 1896, str. 115. 
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pojęciu opiera się określenie prostej jako najkrótszej linji, zawar- 
tej między dwoma dowolnemi jej punktami; określenie to 
przypisują Archimedesowi*); wznowił je Legendre, określając pro- 
stą jako „najkrótszą drogę między dwoma punktami“. Defini- 
cja ta miała równie wielkie powodzenie, jak same „Elements de Géomé- 
trie“. Jest ona, oczywiście, wadliwa, jeśli nie łączymy jej z układem 
postulatów, któreby określały pojęcia długości niezależnie od prostej, umoż- 
liwiały porównanie różnych linji pod względem długości i ustalały istnie- 
nie jednego tylko minimum. Taki system postulatów podał Betazzi**); 
wychodząc z pojęcia pary punktów sztywnie związanych z sobą i od- 
wracalnych, potrafił on sformułować ściśle pomysł Legendre'a. 

Inne określenie prostej oparto na drugim orzeczeniu, dotyczącym pary 
punktów, mianowicie na kierunku. Można przypuszczać, że pomysł ten 
jest dość dawny, ale systematycznie przedstawiony został dopiero w „Ausdeh- 
nungslehre* Grassmanna,a następnie szczegółowo opracowany u Sch le- 
gela***). Autor ten podkreśla najpierw nieskończoną rozmaitość ruchów, 
które możemy nadać punktowi w początku jego zmiany położenia. Na- 
stępnie określa on kierunek, jako cechę, charakteryzującą początkowy 
ruch śród tej rozmaitości ruchów możliwych. Wreszcie nazywa prostym 
ruch całkowity (skończony) punktu, który kontynuuje swój ruch począt- 
kowy (jest to, oczywiście, przesunięcie). Prostą określa Schlegel jako 
tor punktu, poruszającego się ruchem prostym ****). 


Zbliżone do tego jest określenie, przypisywane zazwyczaj Leibnizowi, 
jakkolwiek znano je dawniej. Określenie to również opiera się na fakcie 
podstawowym, że prosta jest wyznaczona przez dwa swoje punkty, i brzmi: 
prosta jest linją, która pozostaje nieruchomą, gdy ją 
obracamy dokoła dwuch jej unieruchomionych punk- 
tów). 

Rzecz oczywista, że dopóki zapomocą odpowiedniego układu postu- 
latów nie scharakteryzowaliśmy grupy ruchów, nie możemy oprzeć 
sformułowania logicznego gieometrji ani na określeniu Grassmanna- 
Schlegela, ani na określeniu Leibniza. Takiej podstawy nie dają 


*) Killing utrzymuje, że ta własność prostej nie gra wcale u Archi- 

medesa roli określenia. 
V4a *) II concetto di lunghezza e la retta. Annali di Matem. 1892. 

**) V.Schlegel. System d. Raumlehre. Leipzig 1872. 

****) Szczegółowy wykład krytyczny systemu Grassmanna i Schlegela znaleźć 
można w dziele Veronese'go. 

***) Gauss zaznacza, że korzystamy z tej własności prostej, gdy zapomocą 
teodolitu sprawdzamy kierunek prostolinijny. 
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nam oczywiście streszczone powyżej rozważania Schlegela*), natomiast 
Pieri podał ścisłe uzasadnienienie logiczne określenia Leibniza**). 

4. Z krótkiego przeglądu różnych określeń prostej widzimy, że wszyst- 
kie one (z wyjątkiem może zupełnie nieokreślonej definicji Euklidesa) 
zakładają inne pojęcia (kierunku, odległości, ruchu), mniej 
oczywiste i bardziej złożone od pojęcia prostej, które chcemy określić. 
Cokolwiekby zresztą można było o tym sądzić, w każdym razie uwydatni- 
liśmy konieczność scharakteryzowania zapomocą odpowiednich postula- 
tów bądź samego pojęcia prostej, bądź innych pojęć podstawowych, do 
których chcemy prostą sprowadzić. 

Wkrótce zajmiemy się tą sprawą, wpierw jednak musimy rzucić 
okiem na różne określenia płaszczyzny. 


Określenia płaszczyny. 


5. Pojęcie płaszczyzny pozostaje wogóle w ścisłym związku z poję- 
ciem prostej. 

Euklides powiada najpierw, że powierzchnią jest to, co posiada 
tylko długość i szerokość (śmupóyeta Oś żorw, 6 ufmoę xal nhdrog uóvov Syst), 
poczym dodaje: śrinedoę Śrmipóveri Żorw, fris ŻĘ taov taic èp’ śawrię eddelaę 
neita. 

Odnajdujemy tu tę samą niejasność i dwuznaczność, którą mieliśmy 
w określeniu prostej. Nie warto więc streszczać wszelkich możliwych in- 
terpretacji, ponieważ są one zupełnie podobne do tych, któreśmy przyta- 
czali przy określeniu prostej. Należy tylko zaznaczyć powstanie nowego 
zagadnienia, dotyczącego mnogości prostych, które, według określenia eukli- 
desowego, leżą na płaszczyźnie. 

Wielkim powodzeniem cieszyło się określenie (które Crelle przypi- 
suje Robertowi Simsonowi, inni zaś Heronowi): płaszczyzna 
jest powierzchnią, zawierającą każdą prostą, z którą ma 
dwa punkty spólne. 


*** 


Gauss ***) zwrócił uwagę, że to określenie zawiera postulat (albo twier- 


dzenie), ponieważ otrzymujemy już płaszczyznę, rzutując jedną z jej prostych 


*') W tej samej sprawie porów. Dixon. The foundations of geometry, Cam- 
bridge 1891. 


y4 4 4 *) Pieri Della geometria elementare come sistema ipotetico deduttivo. Mem. 
deh R. Ace. delle Sc. di Torino 1899. 


*™=) List do Bessela, datowany z Getyngi 27 lipca 1829 r. 
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z punktu leżącego na tej płaszczyźnie. Crelle*) chciał na tej konstrukcji 
oprzeć określenie płaszczyzny i próbował dowieść z jednej strony, że otrzy- 
mana powierzchnia jest niezależna od wyboru punktu i prostej, z drugiej 
strony—że prosta, mająca z tą powierzchnią dwa punkty spólne, leży cał- 
kowicie na niej. Lecz dowody Crelle'a są nieścisłe, a więc nie rozstrzygają 
pytania. 

Jeśli chcemy zbadać treść logiczną twierdzenia, iż prosta, mająca 
dwa punkty spólne z płaszczyzną, leży całkowicie na niej, i jeśli chcemy 
przekonać się, z jakich przesłanek wypływać może to twierdzenie, musimy 
najpierw pamiętać, że, rzutując prostą z punktu nie leżącego na niej, nie 
otrzymamy całej płaszczyzny, że musimy dodać jeszcze prostą, równoległą 
do rzutowanej i przechodzącą przez środek rzutów. Aby usunąć tę kom- 
plikację, poprzestaniemy z początku na określeniu obszaru płaskiego, który 
otrzymujemy, rzutując z danego punktu jakiś odcinek (o ile prosta, na 
której on leży, nie przechodzi przez środek rzutu). Ale wtedy powstaje 
pytanie, na czym można oprzeć dowód, że ten obszar płaski zawiera w ca- 
łości każdy odcinek, łączący dwa jego dowolne punkty. 

Nie wystarczają do tego celu własności prostej, dotyczące uporządkowa- 
nia jej punktów i równości jej odcinków, nawet jeśli dołączymy do nich wy- 
znaczalność prostej zapomocą dwuch punktów. Jakoż Enriques dowiódł, 
że przyjmując równość łuków za pojęcie równoznaczne z równością od- 
cinków, możemy zbudować układy linji płaskich otwartych, nieograniczo- 
nych (które zatym posiadają własności uporządkowania punktów), wyzna- 
czone przez dwa z pośród tworzących je punktów, a jednak linje te nie 
będą posiadały własności, o której mówiliśmy poprzednio. 

Jeśli więc chcemy ustalić zasadnicze twierdzenie o płaszczyźnie, mu- 
simy do założeń, dotyczących uporządkowania punktów i równości odcin- 
ków, dodać jakieś inne założenie, będące w związku z innemi własnościa- 
mi prostej. 

Pod tym względem szczególniej ciekawe są rozważania Veronese- 
go**), który, chcąc dowieść twierdzenia zasadniczego o płaszczyźnie, za- 
kłada cechy uporządkowania i ciągłości prostej, oraz własności dotyczące 
równości odcinków (czyli odpowiedniości dwuch prostych przez równość) 
a prócz tego zakłada jeszcze przystawalność (równość) par prostych prze- 
cinających się, które, oczywiście, określa niezależnie od płaszczyzny. Wy- 
powiada on mianowicie następujący postulat: 


*) Zur Theorie der Ebene, Crelle's Journal, XLV, 1845. 

=) Fondamenti di Geometria, str. 240. Porównaj też Palatini I principii 
della Geometria esposti secondo il metodo del prof. Veronese Giornale di Matematica» 
t. XLI. Napoli 1904. 
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Niech będą dane dwie pary prostych a, b; a', b' o wierzchołkach A, A’. 
Załóżmy, że między a,a oraz b,b zachodzi jeden z dwuch 
związków równości, które można otrzymać, przyjmującAiA 
za odpowiadające sobie punkty. Jeżeli odcinek EF, łączący 
punkty EiF, które leżą odpowiednio na aib, równa się od- 
cinkowi, łączącemu odpowiednie punkty EF", leżące na 
prostych a,b, wówczas muszą być równe każde dwa inne 
odcinki, łączące punkty EiE' (lub też FiF') z jakiemikol- 
wiek odpowiadającemi sobie punktami na prostych b,b' (lub 
tez ma aay. 

Veronese nie poprzestaje na obszarze płaskim, lecz, chcąc określić 
całą płaszczyznę, musi rozważać równoległą do prostej kierowniczej, prze- 
chodzącą przez dany punkt, i badać z osobna trzy przypadki, odpowia- 
dające trzem możliwym przypuszczeniom co do liczby równoległych do 
danej prostej, przechodzących przez dany punkt. 

Veronese musi określić proste równoległe niezależnie od płaszczyz- 
ny, wskutek czego w przypadku (euklidesowym) jednej równoległej zarzuca 
określenie tradycyjne i nazywa równoległemi dwie proste przeciwległe 
względem puntu (czyli symetryczne). Postulat o równoległych wypowiada 
w następującej formie: dwie proste przeciwległe względem 
punktu są zarazem przeciwległe względem środka każde- 
go ze swoich odcinków poprzecznych”). 


Zakładając następnie, że jeśli dwa boki trójkąta stają się 
nieskończenie małemi, wówczas itrzeci bok staje się nie- 
skończenie małym, Veronese dowodzi na podstawie ciągłości 
prostej, że jeśli z punktu wewnętrznego (zewnętrznego) jed- 
nego boku trójkąta poprowadzimy równoległą do innego 
boku, spotka ona trzeci bok w punkcie wewnętrznym (ze- 
wnętrzny m). 

W przypadku gieometrji eliptycznej (riemannowskiej) Veronese 
dodaje hipotezę niezależności obszaru skończonego dokoła punktu (na płasz- 
czyźnie) od obszarów nieskończonych lub nieskończenie małych dokoła 
tegoż punktu **). W przypadku gieometrji hiperbolicznej (Łobaczewskija) 
poprzestaje Veronese na dowiedzeniu, niezależnie od pojęcia płaszczyz- 


*) Własciwie wystarcza założyć, że „jeżeli dwie proste są przeciwległe wzglę- 
dem punktu, i jeżeli weźmiemy pod uwagę środek jakiegokolwiek odcinka po- 
przecznego, wówczas na obu prostych istnieją dwa punkty, różne od końców tego 
odcinka, przeciwległe względem uważanego środka*. Palatini, loc. cit. 18. 


"*) Veronese, loc. cit. str. 361. 
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ny, niektórych własności prostych prostopadłych. W tych własnościach, 
spólnych wszystkim trzem systemom gieometrycznym, widzi Veronese 
wskazówkę, na jakiej drodze można dowieść twierdzenia zasadniczego o płasz- 
czyżnie, niezależnie od postulatu o równoległych. Dowód taki uważa on 
za możliwy *). 

Taopinja Veronesego nie wydaje mi się dostatecznie uzasadnioną 
przez jego rozumowania, streszczone poprzednio. Istotnie, treść i doniosłość 
założeń, uczynionych w przypadku gieometrji eliptycznej, nie jest zbyt 
jasna, w przypadku zaś gieometrji euklidesowej nie jest wykluczone, że po- 
stulat Veronesego o prostych przeciwległych względem punktu może 
zawierać coś więcej, niż zwykłą hipotezę istnienia jednej równoległej. 

Jakkolwiek nie wypowiedziano jeszcze ostatniego słowa o ciekawym 
zagadnieniu zależności między postulatem płaszczyzny a postulatem eukli- 
desowym o równoległych, w każdym razie Veronese ma tę wielką za- 
sługę, że pierwszy podał układ postulatów, z których można ściśle wysnuć 
podstawowe twierdzenie o płaszczyźnie. 

6. Niejeden gieometra sądził, że uniknie zarzutu Gaussa przeciw 
powyższemu określeniu płaszczyzny, jeśli w inny sposób wprowadzi płasz- 
czyznę. 

Już Crelle ucieka się do określenia płaszczyzny (przypisując je 
Fourierowi) jako ogółu prostych, prostopadłych do danej 
prostej w jednym punkcie. Zresztą Crelle dodaje, że jakkol- 
wiek uważa to określenie za lepsze od innych, nie potrafił jednak dowieść 
ściśle twierdzeń, od których ono zależy. Istotnie, określenie to zakłada po- 
jęcie prostych prostopadłych, niezależne od pojęcia płaszczyzny. Trudność 
tę próbował usunąć Deahna**). Przypuszczając, że pojęcia prostej i po- 
wierzchni kulistej zostały poprzednio ustalone, zakłada on, że przy każdym 
ruchu przestrzeni, przy którym jedna średnica kuli pozostaje nieruchoma, 
wszystkie punkty ruchome zakreślają linje zamknięte (okręgi). Przy wszel- 
kim ruchu przestrzeni dokoła owej średnicy nieruchomej każdy z tych okrę- 
gów ślizga się po sobie; jeden z nich dzieli kulę na dwie równe części. 
Płaszczyzną nazywa Deahna zbiór wszystkich prostych, rzutujących 
punkty tego okręgu ze środka kuli. 

Z drugiej strony należy zauważyć, że pomysł Fouriera możnaści- 
śle sformułować, jeśli jak to czyni Killing ***), określimy kąt prosty 
niezależnie od płaszczyzny. 


3) Veronese, loc.. cit. str. 379. 
**)  Demonstratio theoremalis, esse superficiem planam ete. Marburg 1837. 
***) Einführung in die Grundlagen der Geometrie Paderborn 1898. II Band, 
str. 183 i nast. 
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7. Określenia, o których poprzednio mówiliśmy, uzależniają pojęcia 
płaszczyzny od pojęcia prostej. Podawano jednak i takie określenia, które, 
przeciwnie, pojęcie prostej podporządkowują pojęciu płaszczyzny. 

Np. Leibniz uważa płaszczyznę za powierzchnię, dzielącą 
przestrzeń na dwie części przystające (równe), prostą zaś za 
linję, dzielącą płaszczyznę na dwie części przystające 
(równe) *). 

Przy tych określeniach musimy uznać za pierwotne pojęcia punktu 
irównej odległości, oraz wyznaczyć za pomocą odpowiedniego ukła- 
du postulatów związki symetrji, zachodzące na prostej, na płaszczyźnie 
i w przestrzeni **). 

Do pomysłu Lebniza można nawiązać określenia prostej i płaszczyzny, 
które tworzenie się tych figur podstawowych uzależniają od kuli i koła. 
Bolyai i Łobaczewskij pierwsi stosowali systematycznie takie okre- 
ślenia. Wymagają one radykalnych zmian w sposobie uzasadnienia pod- 
staw gieometrji elementarnej, a że przytym pomysły Bolyaia i Łoba- 
czewskij'a są niezmiernie ciekawe pod względem historycznym i nauko- 
wym, sprobujemy więc podać w postaci czysto intuicyjnej sze- 
reg uwag, na mocy których można, idąc śladami tych dwuch gieometrów, 
wprowadzić prostą i płaszczyznę. Nadmienimy przytym, że pomysł, 
o którym mowa, niektórzy przypisują Leibnizowi***). 


e 
Rozważania Bolyai'a i Łobaczewskij'a. 


8. Jako pierwotne będziemy uważali pojęcie odwracalnej pary 
punktów niezmiennie z sobą związanych. Nasunąć je nam 
może wyobrażenie pary punktów (materjalnych) w ciele sztywnym. 


*) Leibnizens math. Schriften. G. I. Gerhardt. Berlin 1845. Właściwie okre- 
ślenie to, jak zaznaczył G. Vailati, znajdujemy już w Geometria empirica J o a- 
chima Jungiusa, który nawet zgóry odpiera zarzut, uczyniony później przez 
Giordano Vitale określeniu leibnizowskiemu. Chodzi o to, że inne jeszcze 
linje (np. sinusojda) dzielą płaszczyznę na dwie równe części. Otóż J. Jungius 
zaznacza, że tylko prosta dzieli płaszczyznę na takie dwie części, które można do- 
prowadzić do przystania, unieruchomiwszy jeden punkt linji granicznej. Co się ty- 
czy sporu Leibniza i Giordano Vitale, porów. dzieła matematyczne 
Leibniza. 

*) Broden On geometriens principien. Co się tyczy. roli symetrji w dowo- 
dzie podstawowych własności płaszczyzny, porów. Enriques Sopra le superficie 
e le varield a piu demensioni le cui geodetiche sono rappresentabili con equazioni li- 
neari. Rendicon. della R. Ace. delle Sc. di Bologna 1902—3. s 

**':) Uylenbrók Christiani Hiigenii aliorumque saeculi XVII virorum cele- 
brium exercitationes mathematicae et philosophicae. Hagae. MDCCCXXNIII. fase. II. 
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Założymy też, że ustaliliśmy w całej rozciągłości pojęcie przystawania 
(równości) tak, jak je nam daje ruch ciał sztywnych. 

Dwie pary punktów AB, CD nazwiemy przystającemi (równe- 
mi), jeżeli istnieje ruch przestrzeni, za pomocą którego można nałożyć 
A na C i B na D; wówczas istnieje też ruch, za pomocą którego można 
nałożyć A na D i B na C. Ten sam fakt możemy wyrazić w ten sposób: 
odległość od A do B równa się odległości od C do D. W szcze- 
gólności powiadamy, że dwa punkty B,C są jednakowo odległe od 
A, jeżeli pary punktów AB, AC są równe. 

Niech będą dane punkty Oi A; powierzchnią kulistą, prze- 
chodzącą przez A i mającą środek w punkcie O, nazywamy 
zbiór wszystkich punktów M takich, że M i A są jednakowo odległe od O. 
Parę punktów OA (lub jakąkolwiek inną równą jej parę) nazywamy pro- 
mieniem powierzchni kulistej. Jeżeli przestrzeń porusza się w ten spo- 
sób, że punkt O pozostaje nieruchomy, powierzchnia kulista ślizga się 
po sobie. 

Powierzchnia kulista dzieli przestrzeń na dwa obszary: jeden, utwo- 
rzony z punktów zewnętrznych, drugi—z wewnętrznych. 
Niepodobna przytym przejść w sposób ciągły z jednego obszaru do dru- 
giego, nie przecinając przynajmniej w jednym punkcie. powierzchni ku- 
listej. O punktach zewnętrznych powiadamy, że odległość 
ich od środka jest większa od promienia; odległość zaś 
wewnętrznych punktów jest mniejsza od promienia. 

Powierzchnie kuliste, mające spólny środek O, nie mogą mieć spól- 
nych punktów. Zbiór takich powierzchni (pęk) jest uporządkowany 
i ciągły. Pierwsza własność jest skutkiem tego faktu, że gdy powierzchnia 
P, pęku leży wewnątrz powierzchni P,, powierzchnia zaś P, leży wewnątrz 
P, wówczas powierzchnia P, leży wewnątrz powierzchni P,. Druga włas- 
ność pozostaje w związku z ciągłością przestrzeni. 

9. Jeśli mamy dwie powierzchnie kuliste P i P’ (środki ich niech 
będą O i O') takie, że jedna z nich posiada zarówno punkty wewnętrzne 
jak zewnętrzne drugiej, wówczas obie powierzchnie przecinają się według 
linji ciągłej zamkniętej k, którą nazywamy okręgiem. Jeśli 
przestrzeń porusza się w ten sposób, że punkty O i O' pozostają nierucho- 
me, wówczas okrąg k ślizga się po sobie. Istnieją dwa ruchy, w zupełności 
wyznaczone i względem siebie przeciwne, przy których punkty Oi O' 
pozostają nieruchome, każdy zaś punkt okręgu k powraca, po zakreśleniu 
całego okręgu, do swego pierwotnego położenia. 

Jeśli powierzchnie kuliste P i P'qosiadają dwa punkty spólne A, B, 
możemy wówczas przejść od A do B po dwuch łukach ciągłych i nale- 
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żących do obu powierzchni, czyli: powierzchnie przecinają się według 
okręgu, przechodzącego przez punkty A, B. 

Niech będą dane dwie trójki punktów ABC, A'B'C' takie, że pary 
punktów AB, AC, BC są odpowiednio równe parom AB, AC, BC. 
Powiadam iż obie trójki są równe. Istotnie, niech druga trójka wy- 
kona taki ruch w przestrzeni, by punkt A' upadł na A, punkt B’ na B. 
W tym nowym położeniu para AC przystaje do pary A’ C’, para zaś BC 
przystaje do B'C'; możemy tedy z punktów A, B jako ze środków zakreślić 
promieniami AC, BC dwie powierzchnie kuliste, przechodzące przez punkt 
C', wskutek czego okrąg, według którego powierzchnie się przecinają, za- 
wiera punkty C i C'. Wynika stąd, że za pomocą dwuch różnych ruchów 
można doprowadzić punkt C’ do przystania z C, przyczym punkty Ai B 
pozostaną nieruchome. 

Jeśli na okręgu k mamy dany punkt A, wówczas istnieje jeden 
i tylko jeden punkt B taki, że oba łuki AB są sobie równe *). Punkt B 
nazywamy przeciwległym punktowi A. 

10. Jeżeli dwie powierzchnie kuliste P i P' (których środkami są 
0i0O' przecinają się według okręgu k, wówczas okrąg ten dzieli każdą 
z tych powierzchni na dwa obszary kuliste: jeden, złożony ze wszystkich 
punktów danej powierzchni, leżących wewnątrz drugiej powierzchni, dru- 
gi—ze wszystkich punktów pierwszej powierzchni, leżących zewnątrz dru- 
giej. Obszary na powierzchni P nazwijmy Z,, Z,; pierwszy z nich niech 
leży wewnątrz, drugi zewnątrz powierzchni P’. Jeżeli P', jest jakąkolwiek 
powierzchnią kulistą (ze środkiem w punkcie O'), różną od P! i wewnątrz 
niej leżącą (a zatym zakreśloną mniejszym promieniem), i jeżeli P', prze- 
cina P według okręgu k,, wówczas okrąg ten musi całkiem leżeć w ob- 
szarze Ź,, gdyż składa się wyłącznie z punktów powierzchni P, leżących 
wewnątrz P’. Jeśli w pęku powierzchni spółśrodkowych z P, weźmiemy 
pod uwagę uporządkowany i ciągły zespół powierzchni kulistych, przecina- 
jących P, wówczas mnogość (pęk) okręgów, powstałych z tych przecięć, 
musi być również uporządkowana i ciągła. W obszarze Z, powierzchni P 
istnieć musi jeden i tylko jeden punkt X, leżący wewnątrz wszystkich 
okręgów pęku. Powierzchnia kulista /7, (ze środkiem w 0'); przechodząca 
przez X, nie może mieć z P innego punktu spólnego, gdyż musiałaby 
przeciąć P według okręgu przechodzącego przez X i należącego do pęku, 
gdy tymczasem X musi leżeć wewnątrz wszystkich okręgów pęku. 
Wszystkie punkty powierzchni /7,, różne od X, muszą leżeć zewnątrz P. 


*)  Porówn. artykuł V. 
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Powierzchnia kulista (ze środkiem w O') nie ma ani jednego punktu spól- 
nego z P, jeżeli leży wewnątrz IT. 

W sposób analogiczny możemy zbudować powierzchnię kulistą 77, 
(ze środkiem w 0”), większą od P' i mającą z P jeden tylko punkt spól- 
ny Y. Każdy punkt powierzchni P, różny od Y, leżeć musi wewnątrz /7,; 
powierzchnie kuliste (ze środkiem w O'), większe od /77,, nie mają ani 
jednego punktu spólnego z P. 

Powierzchnie kuliste 77,, 77, nazywamy stycznemi do P, punkty 
zaś X, Y, nazywamy punktami styczności. 

Przy każdym ruchu przestrzeni, w którym punkty O i O' są nieru- 
chome, punkty X i Y muszą być też nieruchome; w przeciwnym bowiem 
razie musiałyby one wykreślić dwa okręgi, spólne odpowiednio powierzch- 
niom P i 77, oraz P i Tl. 

11. Niech będą dane w przestrzeni trzy punkty A, B,C. Weźmy 
pod uwagę wszystkie ruchy przestrzeni, przy których A i B są nierucho- 
me, punkt zaś C albo jest nieruchomy, albo zakreśla okrąg k, według 
którego przecinają się powierzchnie kuliste, zakreślone promieniami AC, 
BC (ze środków A, B). Jeśli wyłączymy pierwszy przypadek, 
wówczas przy każdym z tych ruchów poszczególne punkty okręgu k za- 
kreślać będą łuki równe i mające ten sam zwrot. Jeśli więc w szczegól- 
nym przypadku nietylko Ai B lecz również punkt C pozostaną nieru- 
chome przy tym ruchu przestrzeni, wówczas każdy punkt okręgu k za- 
kreśli łuk zerowy, czyli pozostanie nieruchomy. 

Otóż chcemy dowieść, że ruch przy którym zarówno Ai B, jak 
punkty okręgu k, pozostają nieruchome, sprowadza się do ruchu tożsa- 
mego, przy którym wszystkie punkty przestrzeni są nieruchome. 

Weźmy pod uwagę powierzchnię kulistą P ze środkiem w A, prze- 
chodzącą przez C; zawiera ona cały okrąg k. Przy każdym ruchu, 
w którym A i B są nieruchome, na powierzchni P pozostają nieruchome 
dwa punkty X, Y (punkty styczności P z powierzchniami kulistemi, ma- 
jącemi środek w B). Te punkty leżą w dwuch różnych obszarach kuli- 
stych, na które okrąg k dzieli powierzchnię P. Z punktu H na okręgu k 
zakreślmy powierzchnię kulistą, przecinającą P według okręgu h; okręgi 
h ik muszą się przeciąć w dwuch punktach M, N. Jeżeli przy jakimś 
ruchu A i B, oraz wszystkie punkty okręgu k (a więc w szczególności Mi N) 
pozostają nieruchome, wówczas albo wszystkie punkty okręgu h pozostaną 
nieruchome, albo oba łuki MN tego okręgu zamienią się miejscami. Gdy- 
by zachodził ten drugi przypadek, wówczas oba obszary, na które k dzieli 
powierzchnię P, musiałyby zamienić się miejscami, co jest niemożliwe, 
gdyż punkty X, Y są nieruchome. Stąd wniosek, że wszystkie punkty po- 
wierzchni kulistej P są nieruchome. Ale w takim razie możemy ze środka 
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B zakreślić dowolną powierzchnię kulistą P’, przecinającą P według 
okręgu h', i możemy do P' zastosować to samo rozumowanie; dojdziemy 
do wniosku, że wszystkie punkty powierzchni P’ są nieruchome. Postę- 
pując dalej w ten sposób, możemy dowieść, że przy uważanym ruchu 
wszystkie punkty przetrzeni są nieruchome, a zatym możemy wypowie- 
dzieć następujące 

Twierdzenie pomocnicze — Jeżeli przy pewnym szczegól- 
nym ruchu (nie tożsamym) w którym dwa punkty AiB są 
nieruchome, pozostaje również nieruchomym trzeci punkt 
C, wówczas punkt ten pozostaje nieruchomym przy każ- 
dym ruchu, przy którym Ai B są nieruchome. 

12. Niech dwa dowolne punkty w przestrzeni O i O' będą nieru- 
chome; zakreślmy dwie powierzchnie kuliste: jedną P ze środkiem w 0, 
przechodzącą przez O', drugą P' ze środkiem w 0', przechodzącą przez O. 

' Ponieważ P posiada punkty leżące wewnętrz P’, powierzchnia zaś 
P' ma punkty leżące wewnątrz P, zatym obie powierzchnie muszą prze- 
cinać się według jakiegoś okręgu k; prócz tego spólny jakiś okrąg musi 
posiadać każda para powierzchni kulistych P,, P,, zakreślonych ze środ- 
ków © i O' promieniami równemi sobie, lecz większemi od 00', gdyż 
każdy punkt powierzchni P, leżący wewnątrz P’, musi leżeć wewnątrz Ę', 
i każdy punkt powierzchni P', leżący wewnątrz P, musi leżeć wewnątrz P}. 
Weźmy wreszcie pod uwagę takie pary powierzchni kulistych, zakreś- 
lonych z punktów O i O' równemi sobie promieniami, mniejszemi od 00', 
które mają spólny okrąg. W dwuch tych pękach istnieć muszą dwie 
styczne do siebie powierzchnie /7i /T', zakreślone równemi promieniami; 
powierzchnie pęków, leżące wewnątrz 77 i /7', nie mają żadnego punktu 
spólnego. 

Układ 77 wszystkich takich okręgów (włączając w to i punkty stycz- 
ności powierzchni /7 i [T') nazywamy płaszczyzną. Innemi słowy, 
płaszczyzną nazywamy miejsce punktów przestrzeni, 
jednakowo odległych od dwuch punktów (podstawowych). 

Płaszczyzna dzieli przestrzeń na dwie części takie, że punkty jednej 
są bardziej odległe od O! niż od O, punkty zaś drugiej, przeciwnie, są 
bardziej odległe od O niż od O'. Z jednej części przestrzeni nie można 
przejść w sposób ciągły do drugiej, nie przecinając płaszczyzny. 

Jeżeli wszystkie powierzchnie kuliste, o których mówiliśmy, poruszać 
będziemy w przestrzeni w ten sposób, żeby punkty O i O' zamieniły się 
miejscami, wówczas płaszczyznę /7 nałożymy na nią samą. 

13. Z danych punktów A i B zakreślmy dwie powierzchnie ku- 
liste promieniami AB, BA; przetną się one według pewnego okręgu h. Na 
h weżmy dwa przeciwległe punkty P, Q. Trójki punktów BPQ, APQ 
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są sobie równe, gdyż składające je pary są równe. Możemy tedy zamienić 
miejscami punkty P, Q, przyczym punkty A, B pozostaną nieruchome. 
Stąd wynika, że A, B są przeciwległemi punktami na okręgu k, we- 
dług którego przecinają się powierzchnie kuliste, zakreślone z P i Q, i prze- 
chodzące przez A (a zatym i przez B). 

Zbudujmy płaszczyznę, będącą miejscem punktów jednakowo od- 
ległych od P i Q; punkty A, B muszą na niej leżeć. Układ podstawowy okrę- 
gów tej płaszczyzny oznaczmy przez z. Powiadam, że na każdym okręgu 
układu x dwa punkty pozostają nieruchome, jeżeli przestrzeń poruszamy 
tak, by punkty P i Q zamieniły się miejscami, punkty zaś A i B były nie- 
ruchome. 

Niech k' będzie okręgiem układu z różnym od k i niech M będzie 
punktem okręgu K', zmieniającym miejsce przy tym ruchu; po zakończe- 
niu ruchu M znajdzie się w M. Niech R, S będą punktami, dzielącemi na 
połowy dwa łuki MM' na okręgu k’. Skutkiem uważanego ruchu łuki 
RM, SM zostaną nałożone odpowiednio na łuki RM'iSM', zatym punkty 
R, S są nieruchome. Nieruchomy jest również punkt styczności powierzchni 
I]i[I'. Widzimy, że na płaszczyźnie m, przechodzącej przez A i B, istnieje 
linja r, przechodząca przez te same punkty i mająca tę własność, że 
wszystkie jej punkty pozostają nieruchome przy odwró- 
ceniu płaszczyzny m, jeżeli AiB są nieruchome. Ponieważ 
ruch taki nie jest tożsamym, zatym z twierdzenia $ 11 wynika, że 
punkty linji r pozostają nieruchome przy każdym ruchu, 
w którym AiB są nieruchome. 

Zwróćmy uwagę, że ruch, przy którym punkty Ai B pozostają nie- 
ruchome, płaszczyzna zaś x odwraca się, powoduje zamianę obu części, 
na które przestrzeń została podzielona przez tę płaszczyznę. Innemi słowy: 
wszystkie punkty, leżące z tej samej strony płaszczyzny z co punkt P, 
zamieniają się miejscami z punktami, leżącemi z drugiej strony płasz- 
czyzny. Wynika stąd, że przy uważanym ruchu żaden punkt przestrzeni 
nie może pozostać nieruchomym, jeśli nie leży na płaszczyźnie z, czyli 
że linja r jest miejscem punktów w przestrzeni, które pozostają nierucho- 
me przy każdym ruchu, przy którym A i B są nieruchome. 

Miejsce punktów w przestrzeni, które pozostają nie- 
ruchome przy każdym ruchu, przy którym dwa punkty 
A,B są nieruchome, nazywamy prostą AB. 

W stosunku do układu dwuch pęków prosta jest uporządkowana 
w sposób ciągły. Wynika stąd, że każdy punkt prostej dzieli ją na 
dwie części, każdą z tych części nazywamy półprostą albo promie- 
niem. Promień możemy oznaczyć, wskazując jego początek i dowolny 
punkt na promieniu. 
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Prosta jest wyznaczona przez jakiekolwiek dwa swo- 
je punkty. 

Istotnie, określiliśmy prostą jako miejsce punktów nieruchomych przy 
każdym ruchu, w którym Ai B są nieruchome. Przy jednym jakimś ru- 
chu, czyniącym zadość temu warunkowi, prócz A i B musi pozostać nie- 
ruchomym jakikolwiek trzeci punkt C na prostej. Ponieważ istnieje ruch, 
przy którym, prócz Ai C, pozostaje nieruchomym punkt B, zatym, na 
mocy twierdzenia $ 11, przy każdym ruchu, w którym Ai C są nierucho- 
me, musi pozostać nieruchomym punkt B. Stąd wypływa, że proste AB, 
AC przystają do siebie, i że wogóle słusznym jest twierdzenie powyżej 
sformułowane. 

14. Parą promieni nazwiemy dwa promienie, wychodzące z jed- 
nego punktu O (wierzchołka pary) i niezmiennie z sobą połączone. 
Dwie pary promieni ab, a b' nazwiemy równemi (przystającemi), jeżeli 
istnieje ruch przestrzeni, za poinocą którego możemy nałożyć na siebie 
wierzchołki par oraz ich promienie. Założymy odwracalność pary 
promieni. 

Niech będą dane dwie pary promieni: ab (wierzchołek O) i a' b' (wierz- 
chołek O'). Jeżeli A, B, A',B' są punktami na promieniach a,b, a,b' i je- 
żeli pary punktów OA, OB są odpowiednio równe parom O'A, O'B, 
wówczas za pomocą odpowiedniego ruchu możemy sprawdzić, że trójki 
punktów OAB, O'A'B' są sobie równe (przystają do siebie), że zatym przy- 
stają do siebie zarówno pary punktów AB, A'B' jak pary promieni AO, 
AB i O'A' i A'B' oraz pary promieni BO, BA i B'O', B'A. 

15. Ze sposobu tworzenia się płaszczyzny, o którym mowa była 
w S 12, możemy wysnuć jeszcze inny sposób tego tworzenia się. 

Określiwszy prostą r na płaszczyźnie x, możemy sobie wyobrazić, iż 
tworzy ona tę płaszczyznę za pomocą ruchu przestrzeni, przy którym 
punkty P,Q pozostają nieruchome, punkt zaś A nakłada się sam na siebie. 
Innemi słowy, płaszczyzna da się utworzyć za pomocą następującej kon- 
strukcji. 

Niech będzie dany okrąg koła i na nim dwa przeciwległe punkty 
A, B; niech będą dane dwa inne punkty C,D, dzielące na połowy odpo- 
wiednio odcinek A,B i jeden z łuków AB. Weźmy pod uwagę ruch prze- 
strzeni, przy którym punkty A,B są nieruchome, okrąg zaś ADB nakłada 
się sam na siebie; przy tym ruchu promień CD zakreśla płaszczyznę. 
Prostą AB nazywamy prostopadłą do płaszczyzny w punkcie C. 

Przy każdym położeniu promienia CD, para promieni CD, CB przysta- 
je do pary CD, CA. Odwrotnie: jeżeli przez C przechodzi promień CE taki, 
że para promieni CB, CE przystaje do pary CA, CE, wówczas promień CE' 
jest jednym z położeń, które zajmuje kolejno promień CD, który zakreśla 
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płaszczyznę. Wypływa stąd, że promień CE leży całkowicie ma płasz- 
czyźnie. 

Łatwo teraz dowieść zasadniczego twierdzenia o płaszczyźnie, mia- 
nowicie, że prosta, mająca z płaszczyzną dwa punkty spól- 
ne, leży cała na niej. 

Oznaczmy przez r prostą, mającą z płaszczyzną z dwa punkty spól- 
ne M, N. Weźmy pod uwagę prostopadłą do x w dowolnym punkcie C. 
Niech A, B będą dwoma punktami tej prostopadłej, leżącemi po dwuch 
stronach płaszczyny z tak, że AC równa się CB. Jeżeli P jest dowolnym 
punktem prostej MN, wystarczy dowieść, że pro- 
mień CP leży na płaszczyźnie z, albo, co na 
jedno wychodzi, że para promieni (CA, CP) rów- 
na się parze (CB, CP). Otóż z równości trójek 
ACM, BCM oraz ACN, BCN wynika, że pary 
punktów AM, AN odpowiednio równają się pa- 
rom BM, BN. Wskutek tego są sobie równe 
trójki AMN, BMN, złożone z par punktów od- 
powiednio równych, zatym równe są pary pro- 
mieni (MA, MP) i (MB, MP). Wynika stąd rów- 
ność trójek ANP, BNP i trójek ACP, BCP, skąd wreszcie wypływa, że 
para promieni (CA, CP) równa się parze (CB, CP). 

Z tego twierdzenia zasadniczego wynika, że całą płaszczyznę otrzy- 
mać możemy, obierając dwie proste a, b, przecinające się w punkcie O, 
i rzutując prostą a z punktu B (różnego od O), leżącego na prostej b, 
prostą zaś b—z punktu A (różnego od O) na prostej a. 

Przy. sposobie tworzenia płaszczyzny, któryśmy pierwotnie omawiali, 
szczególną rolę grają punkty podstawowe (środki powierzchni kulistych 
dwuch pęków). Zaznaczymy tu pokrótce, w jaki sposób dowieść można, 
iż tworzenie się płaszczyzny nie jest zależne od tych 
punktów podstawowych. 

P i Q niech będą punktami podstawowemi przy budowie płaszczyzny 
m; niech będzie k okrąg na płaszczyźnie x, według którego przecinają się 
powierzchnie kuliste, wykreślone równemi promieniami z punktów P, Q. 
Poza płaszczyzną r obierzmy dowolny punkt R. Powiadam, że istnieje taki 
punkt S, iż, przyjmując Ri S za punkty podstawowe, otrzymamy za po- 
mocą wskazanej konstrukcji tę samą płaszczyznę r. 

Istotnie, jeśli A, B, C, są trzema dowolnemi punktami okręgu k, mo- 
żemy dowieść, że trzy powierzchnie kuliste, zakreślone z A, B,C i prze- 
chodzące przez R, przechodzą również przez punkt S, jedyny i w zupeł- 
ności wyznaczony. Punkty A, B,C są jednakowo odległe od Ri S, należą 
tedy do płaszczyzny z', wyznaczonej jako miejsce punktów równoodległych 
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od Ri S. Na mocy twierdzenia podstawowego, x zawiera proste AB, BC 
oraz wszystkie proste, otrzymane przez rzutowanie prostej BC z punktu 
A i prostej AG z punktu B. Ale te proste leżą na płaszczyźnie m, a nawet, 
jak widzieliśmy poprzednio, tworzą tę płaszczyznę. Wynika stąd, że Tim 
przystają do siebie, i widzimy też, że dla każdego punktu poza płaszczyzną 
leżącego istnieje punkt symetryczny (względem tej płaszczyzny) i że, 
obierając te dwa punkty jako podstawowe, możemy zbudować tę płasz- 
czyznę. 

16. Na zakończenie chcemy dowieść, że trzy punkty, nie leżą- 
ce na jednej prostej, leżą w jednej płaszczyźnie. 

Punktami temi niech będą A, B, C. W taki sam sposób jak poprzednio 
przesuńmy przez A i B płaszczyznę z; jeżeli C nie leży na niej, weźmy pod 
uwagę punkt C', symetryczny z nim względem r. Punkty CiC' można - 
doprowadzić do przystania za pomocą dwuch ruchów, przy których Ai B- 
pozostają nieruchome. Punkt C wykreśla przy tych ruchach dwa łuki, 
z których każdy w jednym punkcie przecina m, gdyż łączy dwa punkty, 
leżące po dwuch stronach tej płaszczyzny. Niech będzie C, jeden z tych 
punktów przecięcia. Trójki ABC,, ABC są sobie równe, możemy tedy C; 
nałożyć na Č za pomocą ruchu przestrzeni (przeciwnego jednemu z po- 
przednio uważanych ruchów), przy którym A,B pozostaną nieruchome. 
Jeśli cała płaszczyzna z wykona taki ruch, przejdzie ona nietylko przez 
Ai B, lecz również przez C. 

Z twierdzenia podstawowego wynika, że przez A, B,C przechodzi tyl- 
ko jedna płaszczyzna *). 


II. 
z Postulaty przynależności. 


17. W poprzednich ustępach zbadaliśmy główne określenia prostej 
i płaszczyzny, które podawano kolejno, poczynając od gieometrów 


*) Pod wpływem Bolyaia i Łobaczewskij'a pozostaje też po części 
De Tilly w swym Essai sur les principes fondam. de la géométrie et de la mécan, 
Bordeaux 1879. Należy też wspomnieć o pracy Cassani'ego: I nuovi fondamenti di 
geometria (Giornale di Battaglini, vol. XX. 1881). Cassani określa prostą jako 
miejsce punktów jednakowo odległych od trzech punktów trójki foremnej 
(równobocznej), płaszczyznę zaś jako powierzchnię, utworzoną przez „prostą, po- 
ruszającą się dokoła punktu na okręgu, i opierającą się przytym stale na tym 
okręgu“. 

Zagadnienia gieom, 4. 
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greckich. Przy każdym określeniu badaliśmy, jakich ono wymaga pojęć 
uprzednich (jawnie lub implicite założonych), niezależnych od pojęć prostej 
i płaszczyzny, które chcemy określić. 

Z tego punktu widzenia stwierdziliśmy w każdym przypadku nie- 
możliwość posuwania się nieograniczenie wstecz przy redukcji logicznej 
pojęć gieometrycznych do pojęć coraz prostszych. 

Pogląd ten jest niemal a priori oczywisty, jednak, historycznie rzecz 
biorąc, został ustalony w czasach stosunkowo niedawnych. Można go na- 
wiązać bezpośrednio do początków ruchu krytycznego, który powstał 
w pierwszej połowie XIX w. przy narodzinach gieometrji nieeukli- 
desowej i rozszerzał się stopniowo, obejmując zarówno badania nad 
podstawami gieometrji, jak najwyższe zagadnienia teorji poznania i logiki. 

Wobec naszego stanowiska należałoby przystąpić teraz do badania 
porównawczego i do krytyki pojęć pierwotnych (tj. takich, które 
przyjmujemy, nie sprowadzając ich określenia do prostszych pojęć) i po- 
stulatów czyli twierdzeń podstawowych (tj. takich, których nie dowo- 
dzimy za pomocą innych, elementarniejszych twierdzeń). 

Gdybyśmy jednak chcieli przeprowadzić takie badanie i wskazać, 
choćby tylko historycznie, jak w ramach badań nowożytnych nad pod- 
stawami gieometrji zaznaczały się różne kierunki krytyczne, musielibyśmy 
odstąpić od skromnego programu elementarnego, który zakreśliliśmy so- 
bie, mając na widoku przedewszystkim cele dydaktyczne. Obszerny i zu- 
pełny wykład znajdzie czytelnik gdzieindziej *). Unikając zbyt subtelnych 
rozwinięć logicznych, poprzestaniemy na krótkim wykładzie tych kierun- 
ków gieometrycznych, które się nam wydały nie tylko same przez się naj- 
bardziej godne uwagi, ale zarazem najbardziej zgodne z wymaganiami 
dydaktycznemi elementarnego wykładu. 

18. Przy wyborze pojęć pierwotnych zachodzi pewna dowolność, 
nawet jeżeli nie chcemy oddalić się od tradycyjnego sposobu uzasadnia- 
nia gieometrji. Z punktu jednak widzenia dydaktycznego (a może nawet 
psychologicznego, jeśli chodzi o powstawanie intuicyjne pojęć gieometrycz- 
nych) należy uważać za pierwotne pojęcia punktu, prostej i płasz- 
czyzny. Tę drogę obierzemy w naszym wykładzie. 

Wyjdziemy z podstawowego pojęcia punktu. Punkty dają się wy- 
znaczyć w rozmaity sposób; zbiór wszystkich punktów stanowi prze- 
strzeń. Przyjmiemy następnie bez określeń pojęcia szczególnych klas 
punktów, zwanych prostą i płaszczyzną, i przypiszemy im prze- 


*) W szczególności odsyłamy do cytowanego artykułu F. Enriquese 
w Encyclopédie des sciences mathématiques. 
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dewszystkim następujące własności przynależności. /Verkniipfungs- 
axiome Hilberta): 
I. Dwa punkty należą do jednej prostej; 

II. Trzy punkty nie należące do jednej prostej, na- 
leżą do jednej płaszczyzny, dokładnie wyznaczonej; 

Il. Płaszczyzna zawiera prostą, wyznaczoną przez 
dwaktórekolwiek punkty płaszczyzny. 

`~ Te trzy postulaty nie wystarczają do ujęcia gieometrji w system 

logiczno-dedukcyjny. W tym celu musimy jeszcze postulować zasadnicze 
własności linjowe prostej i powierzchniowe płaszczyzny, dotyczą- 
ce podziału ich na części. Innemy słowy, musimy założyć w postaci po- 
stulatów własności prostej i płaszczyzny, związane z pojęciami 
odcinka i kąta, jak również własności podziału przestrzeni, związane 
z pojęciem kąta dwuściennego. 

W dalszych ustępach zajmiemy się temi własnościami; zazwyczaj 
w podręcznikach gieometrji elementarnej czerpią je z intuicji i stosują ci- 
chaczem. 

Istnieje trzecia jeszcze grupa własności gieometrycznych, związanych 
z pojęciem przystawania (równości) i ruchu; rozpatrzenie jej 
odłożymy jednak do artykułu IV, poprzestając na wyświetleniu takich 
własności (wykreślnych) prostej i płaszczyzny (odcinka, kąta płas- 
kiego i dwuściennego), które dadzą się wprowadzić niezależnie od pojęcia 
przystawania (równości). 


Własności linjowe prostej. 


19. Własności odcinkowe należą do tych, które intuicja przy- 
pisuje prostej jako takiej, abstrahując od wszelkiego związku jej z prze- 
strzenią zewnętrzną. Są to więc spólne własności prostej oraz wszelkich 
linji intuicyjnych otwartych inieograniczonych. 

Do systemu gieometrycznego możemy wprowadzić te własności dwo- 
ma sposobami różnemi, a jednak równoważnemi. 

Przedewszystkim możemy wyjść z tego, że pfosta da się utworzyć 
przez ruch punktu. To nas prowadzi do założenia własności porządku 
naturalnego rozmieszczenia punktów na prostej. Własności te for- 
mułujemy w sposób logiczny w następującym postulacie: 

IVa. Punkty prostej są rozmieszczone według dwuch 
porządków naturalnych czyli zwrotów wprost sobie przeciwnych 
(z jednego zwrotu możemy otrzymać drugi, zmieniając wyraz „poprzedza* 
na „następuje“, i odwrotnie), tak iż 
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a) z dwuch punktów A,B jeden poprzedza drugi, ten z aś 
następuje po pierwszy m; 

B) jeżeli A poprzedza B,i B poprzedza C, wówczas 4 poprzedza C; 

4) jeżeli A poprzedza B, istnieje zawsze punkt, który na- 
stępuje po A, lecz poprzedza B; 

8) niema punktu pierwszego (poprzedzającego wszystkie 
inne) ani też ostatniego (następującego po wszystkich in- 
nych). 

Własności a) i ß) przypisujemy prostej jako linji otwartej i nie- 
ograniczonej; y) powiada, że między dowolnemi punktami prostej A, B 
istnieją zawsze inne punkty, różne od A i B; wynika stąd, że tych punk- 
tów pośrednich jest nieskończenie wiele. 

Dwa punkty A, B wyznaczają na prostej AB zwrot, w którym B 

— 


następuje po A. Zwrot ten możemy oznaczyć przez AB. Przeciwny 
— 


zwrot oznaczymy przez BA. 

20. Weźmy na prostej punkt A i obierzmy na niej jeden zwrot. 
Punkty poprzedzające A w tym zwrocie oraz punkty następujące po A 
stanowią odpowiednio dwa promienie prostej (mające początek w punk- 
cie A), czyli dwie części, na które punkt A dzieli prostą. Aby wyzna- 
czyć jedną z tych części, wystarczy wskazać na niej jakikolwiek punkt B, 
różny od A; przyczym możemy tę część prostej nazywać „promieniem AB*. 

Mając dane dwa punkty A, B, określamy odcinek AB jako zbiór 
wszystkich punktów prostej, leżących między AiB, czyli 
zbiór punktów, które w którymkolwiek zwrocie poprzedzają jeden z tych 
punktów, lecz następują po drugim. Nowy ten utwór gieometryczny zo- 
stał określony dwojako, odpowiednio do dwuch zwrotów na prostej, że 
jednak istnieje tylko jeden odcinek AB, wynika to z poprzedniego postu- 
latu. W ten sposób punkty odcinka rozmieściliśmy w dwuch przeciwnych 
sobie porządkach naturalnych; przy każdym z tych porządków 
istnieje pierwszy i ostatni element (końce odcinka). 

Opierając się na postulacie IVa, dowodzimy, iż odcinek AB skła- 
da się z punktów spólnych promieniom AB i BA, i otrzymu- 
jemy kryterja, na nocy których możemy zdecydować, czy dwa odcinki 
AB, CD jednej prostej mają część spólną. Dowodzimy mianowicie, iż 

1) jeżeli odcinek AB zawiera punkty (,D, wówczas 
każdy punkt wewnętrzny odcinka CD jest zarazem punk- 
tem wewnętrznym odcinka AŻ; 

2) jeżeli z punktów (,D jeden leży wewnątrz, drugi 
zewnątrz odcinka AB, wówczas ABi CD mają spólny od- 
cinek; 
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3) jeżeli punkty C,Dprostej AB leżą oba zewnątrz od- 
cinka AB, wówczas albo AB i CD nie mają spólnych punk- 
tów, albo też CD zawiera odcinek AB. 


Uwaga. Chcąc uzupełnić własności porządków naturalnych na 
prostej, musimy jeszcze dołączyć postulat ciągłości (porów. arty- 
kuł V). 


21. Zamiast rozważać tworzenie się prostej, możemy ją traktować 
jako coś aktualnego. W takim razie jako podstawę intuicyjną włas- 
ności odcinkowych wypadnie przyjąć podział prostej na części. 

Możnaby te własności ująć w formę następującego postulatu: 

IVb. a) Dowolny punkt A prostej p dzieli ją na dwie 
części (klasy punktów) zwane też półprostemi, albo promieniami, 
tak iż każdy punkt różny od Á, należy do jednejztych dwuch 
części. 

B) Do każdej z tych dwuch części prostej należą punkty. 

Y) Niech A,B będą dwoma dowolnemi punktami pros- 
tej p; z pośród dwuch części, na które punkt Bdzieli pros- 
tą, ta część, która zawiera punkt 4, zawiera również 
wszystkie punkty, leżące względem 4 po stronie prze- 
ciwnej punktowi Z, a prócz tego zawiera jeszczeinne 
punkty. 

Własności 2) i 5) wyłączają przypuszczenie, że prosta może być 
linją zamkniętą albo skończoną; własność 4) wyznacza związki 
między podziałami prostej, dokonanemi za pomocą poszczególnych jej 
punktów. Ściślej mówiąc, y) ustala istnienie na prostej p pomiędzy dowol- 
nemi jej punktami A i B nieskończenie wielu punktów, różnych od Ai B, 

Z tego stanowiska określimy odcinek AB jako zbiór wszyst- 
kich punktów, spólnych części prostej, wyznaczonej przez 
punkt Ai zawierającej punkt B oraz części prostej, Wy- 
znaczonej przez B i zawierającej A. 

22. Opierając się na tym określeniu i na postulacie IVb, możemy i tu 
ustalić, jak w $ 20, kryterja, dotyczące punktów spólnych dwuch odcin- 
ków, na jednej prostej leżących. 

Z łatwością też można, na mocy postulatu IVb, ustalić istnienie na 
prostej dwuch porządków naturalnych. 

Istotnie, obierzmy na prostej dwa różne punkty 4, B i umówmy się, 
że powiemy o nich: 

1) A poprzedza B (B zaś następuje po 4); 

2) wszystkie punkty promienia AB (z wyjątkiem punk- 
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tu 4) następują po A, wszystkie zaś inne jego punkty (z wy- 
jątkiem 4) poprzedzają punkt 4; 

3) każdy punkt, poprzedzający A, poprzedza również 
wszystkie punkty, następujące po Á; 


c p B 4) jeżeli punkty C, D następu- 
ją po 4, wówczas D następuje 
ARSEN AAE AED PCE 


po 0; oile AiD leżą z dwuch 
przeciwnych stron punktu C. 
Rys. 2. Jeżeli C, D poprzedzają 4, wów- 
czas Dnastępuje po (,o ile AiD leżą ztej samej strony 
punktu C. 
W ten sposób na prostej wyznaczamy porządek punktów (od- 
-— 


powiadający zwrotowi AB), poczym na mocy postulatu IVb dowodzimy, 
że porządek ten nie ulegnie zmianie, jeżeli zamiast punktów 4, B wyjdziemy 
z punktów (, D, byle tylko punkt C poprzedzał D, zgodnie z powyższą 
umową. Jeżeli, przeciwnie, Ai B zamienią się Jolami w tej umowie, 


otrzymamy porządek, odpowiadający zwrotowi BA, który jest przeciw- 


ny zwrotowi AB. 

Biorąc pod uwagę rozważania poprzedniego paragrafu, możemy wy- 
snuć wniosek, że postulaty IVa i IVb są równoważne, gdyż jeden 
wypływa logicznie z drugiego. 


23. Uwaga. Postulaty IVa i IVb cechują linje otwarte, nie ma- 
jące punktów podwójnych. 

Nie od rzeczy może będzie zaznaczyć, jakim zmianom ulegają te 
własności w przypadku linji zamkniętych. 

Z punktu widzenia gienetycznego możemy mówić o rozmiesz- 
czeniu naturalnym punktów na linji zamkniętej, według dwuch 
przeciwnych zwrotów. 

Do wyznaczenia jednak zwrotu nie wystarczają teraz dwa punkty; 
musimy ich mieć trzy (dane w pewnym określonym porządku). Stąd 
wniosek, że dwa punkty A, B nie wyznaczają odcinka linji, lecz dzielą 
ją na dwa (dopełniające się) odcinki, które razem tworzą całą linję. Aby 
zindywidualizować jeden z dwuch odcinków AB, trzeba podać trzeci punkt 
C, leżący wewnątrz odcinka (różny od jego końców)*). 

Obierając stanowisko linji aktualnie danej, musimy rozpocząć 
od pojęcia przedzielających się par punktów. Vailati wyka- 


*) Enriques Sui fondamenti della geometria proietliva. Rendic. Ist. Lom- 
bardo. 1894. Porów. tegoż autora: Lezioni di geometria proiettiva. Bologna. Zanichelli. 
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zał, iż własności uporządkowania punktów na linji zamkniętej są wy- 
znaczone przez następujące postulaty: *) 

1. Jeżeli pary punktów AB, CD przedzielają się na linji 
zamkniętej,wówczas przedzielają się również pary CD, AB 
oraz AB, DC, natomiast pary AC, BD nie przedzielają się. 

2. Przy danych czterech punktach Æ B; C D ma zawsze 
miejsce jeden i tylko jeden z trzech następujących przy- 
padków: a) A,B przedziela parę C,D;b) para A,Cprzedziela 
parę B,D; c) para A,Dprzedziela BC. 

3. Jeżeli 4, B przedziela parę C, D i jeżeli A, C przedzie- 
la parę B, E, wówczas Á; C przedziela parę D, E. 


Własności powierzchniowe płaszezyzny. 


24. Zasadnicze własności powierzchniowe płaszczyzny pozostają 
w związku z pojęciem kąta. W dziele Schottena **) znajdzie czytelnik 
obszerne i sumienne zestawienie różnych określeń kąta i dyskusji na 
tym tle. Poprzestanę na zaznaczeniu, iż według Schottena (ibid. str. 99) 
można wszystkie określenia kąta podzielić na trzy grupy: 

1) kąt jest różnicą kierunku dwuch prostych. Można 
z tym zestawić określenie Euklidesa: kąt jest to wzajemne nachy- 
lenie do siebie dwuch linji na płaszczyźnie, które spoty- 
kają się i nie leżą na jednej prostej. 

2) kąt jest to wielkość (albo miara) obrotu na płasz- 
czyźnie od jednego ramienia do drugiego. 

3) kąt jest częścią płaszczyzny,zawartą między dwo- 
ma promieniami, wychodzącemi z jednego punktu. 

Określenia pierwszej grupy są zwykłemi tautologjami, gdyż niejako 
zakładają pojęcie kąta jako pierwotne. 

Druga grupa opiera się na pomyśle obrotu prostej albo promienia 
(w płaszczyźnie) dokoła punktu. Pomysł ten, logicznie sformułowany, nadaje 
się do wprowadzenia pojęcia kąta. 


*') Vailati Sulle relazioni tra punti di una linea chiusa. Rivista di Matem., 
vol. V, 1895, str. 75. Sulle propriełd caratteristiche delle varieta a una dimensione- 
Ibid., str. 183. 

*) Inhalt u. Methode des planimetrischen Unterrichts. II Band. Porów. też re- 
dagowane przez Hoffmanna Zeitschrift f. mathem. Unterricht, rok 1889—90 oraz 
uwagę w dodatkach do Veronesego Fondamenti di geometria. 
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Należy w nim jednak wyodrębnić pierwiastek wykreślny (tj. nieza- 
leżny od pojęcia równości), rozwijając wpierw pojęcie kąta, a dopiero po- 
tym pojęcie kątów równych (por. artyk. IV). 

Trzecia grupa czyni zadość wymaganiu, by określenie kąta było 
wolne od pierwiastków metrycznych. Słusznie jednak zauważył Verone- 
se, że nie zupełnie odpowiada ona intuicyjnemu pojęciu kąta. Dając dwa 
promienie a, b, wychodzące z punktu O, wyznaczamy dwie różne figury 
gieometryczne: 1) część płaszczyzny ograniczoną dwoma promieniami, czyli 
dwuwymiarowy zbiór punktów, leżący między aib; 2) część pęku 
promieni z wierzchołkiem w O, ograniczoną przez ai b, czyli jednowy- 
miarowy zbiór promieni, wychodzących z O i zawartych między ai b. 

Otóż nasze pojęcie intuicyjne kąta zbliża się raczej do tego utworu 
jednowymiarowego. Obszar płaski, zawarty między dwoma promieniami, 
możemy, idąc za Veronese'm, nazwać wycinkiem kątowym albo 
płaskim obszarem kątowy m. W ten sposób unikniemy gmatwani- 
ny pojęć. 

25. Wskażemy tu pokrótce główne drogi, prowadzące do logicznego 
sformułowania pierwszych własności powierzchniowych płaszczyzny, z któ- 
rych wynika określenie kąta. Możemy przytym rozróżnić dwa punkty wi- 
dzenia (jak przy badaniu własności prostej): gienetyczny i aktu- 
alny. 

Z punktu widzenia gienetycznego możemy uważać, że pęk pro- 
stych albo promieni (t. j. zbiór wszystkich prostych na płasz- 
czyźnie, przechodzących przez jeden punkt, albo zbiór wszystkich promie- 
ni, mających spólny początek) powstaje skutkiem obrotu prostej (resp. 
promienia) w płaszczyźnie dokoła punktu. 

Prowadzi nas to do następującego postulatu: 

Va. Promienie pęku możemy pomyśleć jako ułożone 
w porządku kołowym naturalnym,w którym rozróżniamy 
dwa przeciwne sobie zwroty; przyczym 

1) Jeżeli mamy dany dowolny promień a pęku i ustaliliśmy jeden 
z dwuch zwrotów, wówczas istnieje jeden tylko porządek naturalny pro- 
mieni, który odpowiada temu zwrotowi i przy którym a jest pierwszym 
elementem. Przy tym porządku 

a) jeden z dwuch promieni b,c (np. promień b) poprzedza zawsze 
drugi (w takim razie c następuje po b); 

b) jeżeli b poprzedza c, ten zaś poprzedza d, wówczas b poprzedza d; 

c) pomiędzy dwoma promieniami b, c leży zawsze nieskończenie wiele 
innych promieni; 

d) nie istnieje ostatni promień. 
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2) Jeżeli dwa porządki naturalne w pęku mają ten sam pierwszy 
promień lecz zwroty przeciwne, wówczas porządki te są przeciwne. 

3) Dwa porządki naturalne w pęku, mające ten sam zwrot lecz 
różne pierwsze elementy (np. a i b), dają się otrzymać jeden z drugiego 
zapomocą przemiany kołowej, przy której a zajmuje miejsce b. 

4) Jeżeli kilka promieni pęku, następujących po sobie w porządku 
naturalnym, spotyka prostą (w ich płaszczyźnie leżącą), wówczas punkty 
przecięcia następują po sobie w jednym z dwuch zwrotów prostej. 

Opierając się na tym postulacie, możemy określić kąt między dwo- 
ma promieniami a, b, jako „zbiór wszystkich promieni, które 
nie następują po b przy pewnym porządku naturalnym 
w pęku, w którym a jest pierwszym elementem*. W ten spo- 
sób dwa promienie pęku wyznaczają dwa różne kąty; aby wskazać jeden 
z nich, musimy, prócz ramion, wskazać jeszcze jeden promień, do tego 
kąta należący. Jest to fakt zupełnie analogiczny do własności odcinków 
linji zamkniętej. 

Kierunek gienetyczny, o którym tu mowa, prowadzi w gieo- 
metrji elementarnej do rozwinięć niezbyt prostych; okazuje się on o wiele 
dogodniejszym w gieometrji rzutowej, w której (po wprowadzeniu umowy, 
dotyczącej punktu w nieskończoności) uważamy, że punkty prostej roz- 
mieszczone są w porządku zamkniętym tak, jak promienie pęku ^). 

26. Z punktu widzenia aktualnego należy oprzeć określenie kąta 
na tym, że prosta dzieli płaszczyznę na dwie części. 

Niech będzie dana na płaszczyźnie prosta p; o dwuch punktach 
A, B powiadamy, że leżą po przeciwnych stronach albo po 
jednej stronie prostej p zależnie od tego, czy odcinek AB przecina 
prostą, czy nie przecina. Jeżeli na płaszczyźnie dwie proste przecinają się 
w punkcie O, wówczas promienie, na które punkt O dzieli jedną prostą, 
leżą po przeciwnych stronach drugiej prostej; jeżeli zaś (na płaszczyźnie) 
prosta a nie przecina prostej b, wówczas a leży całkowicie po jednej 
stronie prostej b. 

Niech będą dane na płaszczyźnie prosta p i punkt P. Płaszczyzna 
jest podzielona na dwie części (na dwie klasy punktów), z których 
jedna zawiera wszystkie punkty, leżące po tej samej stronie prostej p, co 
i punkt P, druga zaś — wszystkie punkty leżące po przeciwnej stronie 
prostej. Punkty prostej uważamy za spólne obu częściom (obszarom) 
płaszczyzny; powiadamy też, że prosta rozgranicza te dwa obszary. 

Może powstać wątpliwość, czy ten podział płaszczyzny na obszary 


*) Porów. Enriques Lezioni di geometria proiettiva. 
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nie zależy w ten lub inny sposób od wyboru punktu P. Wątpliwość ta 
da się usunąć jedynie za pomocą następującego postulatu: 

Vb: Jeżeli na płaszczyźnie punkty Bi C leżą po jed- 
nej stronie prostej p, punkt zaś A leży po stronie prze- 
ciwnej tej, po której leży B, wówczas A i C leżą po prze- 
ciwnych stronach prostej. 

Opierając się na tym postulacie, można dowieść twierdzenia podstawo- 
wego: Proste a,b, przecinając się, dzielą płaszczyznę, na 
której leżą, na cztery części czyli na cztery obszary ką- 
towe, przyczym: 

1) Każdy punkt płaszczyzny, nie leżący na prostych 
a,b, należy do jednego z czterech obszarów. 

2) Dwapunkty, nie leżące na a,b i należącedo jedne- 
go obszaru, są końcami odcinka, który nie przecina pro- 
stych a, b. F 

3) Dwa punkty, nie leżące na a,b i należące do róż- 
nych obszarów, są końcami odcinka, który przecina;przy- 
najmniej jedną z prostych a,b. 

Cztery te obszary otrzymujemy, biorąc pod uwagę (na cztery moż- 
liwe: sposoby) punkty spólne któremukolwiek z obszarów, wyznaczonych 

przez a z którymkolwiek obszarem, wyzna- 
B A czonym przez b. Każda para takich obsza- 
rów posiada punkty spólne. 

s, A Istotnie, jeżeli punkty 4,, Á na pro- 
stej a leżą po przeciwnych stronach pro- 
stej b, punkty zaś B,, Bą na prostej b leżą 
po przeciwnych stronach a, wówczas od- 
cinki A,B,, B;A,, A,B, B.A, (jeśli wyłą- 
czymy ich końce) składają się z punktów, 
należących odpowiednio do czterech ob- 
szarów kątowych. 

Promienie ograniczające wycinek kątowy nazywamy ramionami 
kąta. Na zasadzie umowy podstawowej uważamy ich punkty za należące 
do wycinka. 

Dwa promienie a, b, mające spólny początek w punkcie O i nie na- 
leżące do jednej prostej, wyznaczają wycinek kątowy, który zawiera 
wszystkie punkty, spólne obszarowi płaszczyzny, wyznaczonemu przez pro- 
stą a i zawierającemu promień b, oraz obszarowi płaszczyzny, wyznaczo- 
nemu przez prostą b i zawierającemu promień a. Wycinek kątowy, wy- 
znaczony przez promienie a’, b' przeciwległe promieniom a, b, nazywa się 
obszarem(wycinkiem) kątowymwierzchołkowym względem 


Rys. 3. 
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wycinka (ab). Jeżeli P,Q są dwoma punktami wycinka kątowego (ab) 
albo promieni a, b, wówczas cały odcinek PQ należy do tego wycinka 
kątowego, gdyż składa się cały z punktów, leżących po tej samej stronie 
a (ib), po której leżą punkty P, Q. Każdy promień, mający początek. 
w O i przechodzący przez dowolny punkt wycinka, należy cały do tego 
wycinka; nazywamy go też promieniem zawartym między a i b. Wy- 
pływa stąd, że każdy promień, rzutujący z wierzchołka ob- 
szaru kątowego dowolny punktodcinka, którego końce 
leżą na ramionach obszaru, należy w całości do tegoż 
obszaru. 

Na zasadzie powyższych rozumowań możemy określić kąt ab (albo 
ba) jako zbiór wszystkich promieni, wychodzących z 0 
i należących doobszaru kątowe- 


go, którego ramionami są a io. TREE ; 
Zgodnie z umową naszą, zaliczamy do PRE 
kąta oba ramiona a, b. a 

Istnieje pewna własność kąta, na któ- Rys. 4. 


rej, jak to wkrótce zobaczymy, można 
oprzeć jego określenie, przy naszym jednak określeniu musimy dowieść tej 
własności w postaci następującego twierdzenia: 

Niech będzie dany kąt ab i odcinek AB, którego końce leżą na dwuch 
ramionach kąta; promień, rzutujący z wierzchołka O jaki- 
kolwiek punkt odcinka AB, należy do kąta, iodwrotnie: 
każdy promień kąta przecina w jednym punkcie odci- 
nek AB. 

Pierwsza część twierdzenia jest oczywista wobec tego, cośmy powie- 
dzieli poprzednio o obszarze kątowym; pozostaje tedy dowieść części drugiej. 

Punkt A (na ramieniu a) połączmy 
z punktem B (na ramieniu b) i popro- 
wadźmy promień c, należący do kąta. Je- 
żeli okaże się, że promienie a, b leżą z prze- 
ciwnych stron prostej, do której należy 
promień c, będzie to dowodem, że c prze- 
cina w jednym punkcie odcinek AB. Istot- 
nie, odcinek AB musi przecinać albo c, albo przeciwległy mu promień 
c. To drugie przypuszczenie nie może być słuszne, gdyż wszystkie punkty 
odcinka AB leżą wewnątrz kąta, punkty zaś promienia c—zewnątrz kąta. 
Stąd wniosek, że AB i c muszą się przecinać. 

Że a i b leżą z dwuch stron prostej c wynika z tego, że promień 
c nie mógłby należeć do kąta ab, gdyby oba promienie a,b leżały z jed- 
nej strony prostej c. 


Rys. 5. 
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Z twierdzenia tego otrzymujemy następujący wniosek: 

Jeżeli dwa promienie należą do kąta, utworzonego 
przez dwa inne promienie, wówczas kąt, wyznaczony 
przez pierwsze dwapromienie, leży wewnątrz kąta, utwo- 
rzonego przez drugie dwa. 

28. Zapomocą powyższego określenia kąta oraz postulatu Vb może- 
my rozwinąć ściśle logicznie rozważania topologiczne, dotyczące podziału 
płaszczyzny. Rozważania te są podstawą gieometrji elementarnej, olbrzy- 
mia jednak większość podręczników bierze je poprostu z intuicji i wpro- 
wadza cichaczem do wykładu. Do kwestji tej 
powrócimy później, na razie dowiedziemy tylko 
następującego twierdzenia: 

Jeżeli P jest punktem wewnętrz- 
nym kąta ab (albo obszaru kątowego), 
Q zaś — punktem zewnętrznym, wów- 
czas odcinek PQ — o ile nie przecho- 
; dzi przez wierzchołek kąta — przeci- 

sa na jedno ramię kąta (obszaru kąto- 
Rys. 6. wego). 
Należy rozróżniać dwa przypadki, zależnie 
od tego, czy punkt Q (leżący zewnątrz kąta ab) leży wewnątrz czy też 
zewnątrz kąta wierzchołkowego ab'. 


W pierwszym przypadku P i Q leżą z przeciwnych stron zarówno 
prostej a jak prostej b, wskutek czego odcinek PQ przecina te dwie pro- 
ste odpowiednio w punktach B i A. Otóż jest rzeczą niemożliwą, żeby 
jednocześnie punkt B leżał na promieniu a i punkt A na b, gdyż w ta- 
kim razie nie tylko punkt P, ale również 
punkt Q musiałby leżeć poza kątem a'b. 

W drugim przypadku, gdy Q nie leży 
ani w kącie ab, ani w kącie ab, punkty 
P i Q muszą leżeć z różnych stron jednej 


prostej danej (np. prostej b) i z tej samej z 
strony drugiej prostej. Odcinek PQ musi ; 
przeciąć prostą b, ponieważ zaś cały odcinek Es 

leży z tej strony prostej a, z której znajduje ja 

się promień b, zatym odcinek PQ przecina Rys. 7. 


promień b. 

W podobny sposób możemy dowieść, że jeżeli P,Q leżą ze- 
wnątrz kąta (obszaru kątowego)ab, wówczas odcinek PQ— 
o ile nie przechodzi przez wierzchołek — nie przecina 
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wcale ramion kąta (obszaru kątowego), albo też przecina 
oba ramiona. 

Stąd można wyciągnąć następujący wniosek: 
dwa (nieprzeciwległe) promienie a,b, mające spóln ypoczątek 
0, dzielą płaszczyznę na dwa obszary (których granicę stanowi 
linja łamana, utworzona przez oba promienie), przyczym 

jeżeli punkty P,Q, nieleżące na promieniach a, b, znaj- 
dują się w różnych obszarach, odcinek PQ przecina w jed- 
nym punkcie linję graniczną; 

jeżeli zaś P, Q leżą w jednym obszarze, wówczas odci- 
nek PQ albo przechodzi przez wierzchołek O, albo prze- 
cina oba promienie, albo nie przecina żadnego. 

Jednym z tych dwuch obszarów jest wycinek kątowy, odpowiada- 
jacy kątowi wypukłemu ab; drugi obszar można nazwać w ycin- 
kiem kątowym wklęsłym ab, poczym można kąt wklęsły 
xab określić jako zbiór wszystkich promieni, należących do wycinka 
wklęsłego ab. 

Przejście od kątów wypukłych do wklęsłych stanowi kąt pół- 
pełny. Pojęcie kąta możemy jeszcze bardziej uogólnić, uważając w każ- 
dym przypadku za kąt sumę kilku kątów kolejnych (wypuk- 
łych). To prowadzi nas do rozważania kątów pełnych, a nawet więk- 
szych od pełnego *). 


Zwroty na płaszczyźnie. 


29. W celu uzupełnienia poprzednich rozważań, dotyczących poję- 
cia kąta, pokażemy jeszcze, w jaki sposób określenia, które ustaliliśmy, 
mając na względzie pojęcie aktualne płaszczyzny, prowadzą do określe- 
nia zwrotów kąta. W ten sposób weźmiemy pod uwagę własności, któ- 
re, z punktu widzenia gienetycznego, najpierw się nasuwają. Następnie 
wskażemy, w jaki sposób można porównywać zwroty dwuch dowolnych 
kątów na jednej płaszczyźnie; jednym słowem, wskażemy podstawę, na któ- 
rej można oprzeć ścisłą teorję zwrotów na płaszczyźnie **). 


*) Porów. Enriquesi Amaldi Zasady gieomelrji elementarnej, przekł. 
polski str. 10. 


") Z punktu widzenia gienetycznego można porównać zwroty dwuch pę- 
ków na płaszczyźnie, opierając się na ich cechach rzutowych (por. postulat Va 
4” w $ 25). Na tej podstawie oparł teorję zwrotów Veronese w swych Fonda- 


A! 
ATEMA 
giNET TOS 
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W celu uproszczenia wykładu, poprzestaniemy na kątach wy- 
pukłych. W dalszym więc ciągu, mówiąc o kątach, będziemy mieli na 
myśli kąty wypukłe. 

Przedewszystkim powiadam: 

O ile w kątach pęku rozróżniamy porządek ramion, 
możemy podzielić kąty na dwie klasy, przyczym kąty, na- 
leżące do jednej klasy, nazywać będziemy kątami „otym 
samym zwrocie“, należące zaś do różnych klas, nazwiemy 
kątami „o zwrotach przeciwnych“. Ten podział na klasy 
opieramy na następujących warunkach określających: 

1%. Kąty xab i ba mają zwroty przeciwne. Kąt, mający ten sam 
zwrot co żab, ma zwrot przeciwny zwrotowi kąta -cba. 

20. Kąty xab i xac, mające spólne ramię początkowe, mają te sa- 
me zwroty lub przeciwne, zależnie od tego, czy b i c leżą z tej samej 
strony prostej a, czy z przeciwnych stron. (Kąty <<ab, %be mają te sa- 
me lub przeciwne zwroty, zależnie od tego, czy a i c leżą z przeciwnych 
stron prostej b, czy z tej samej strony). 

30 Kąty xab i xcd, mające spólny wierzchołek, mają ten sam 
zwrot, jeżeli zwroty obu kątów są przeciwne albo zgodne ze zwrotem 
kąta xac. Kąty xab i xcd mają zwroty przeciwne, jeżeli jeden z nich 
ma zwrot zgodny ze zwrotem kąta ac, drugi zaś — przeciwny temu 
zwrotowi. 

Chcąc zaznaczyć, że kąty %ab, %cd mają te same lub przeciwne 
zwroty będziemy pisali 

Zab=ŻZcd 
albo też f Zab=EŹZcd . 

Należy dowieść czterech następujących twierdzeń: 

A. Jeżeli mamy trzy promienie a, b, c o spólnym wierzchołku, wów- 
czas z kątów <%ab, bc, xca można utworzyć albo jedną parę kątów 
o tym samym zwrocie i dwie pary o zwrotach przeciwnych, albo też trzy 
pary o tym samym zwrocie. 

Mianowicie z tego, że 

Zab=Żbc i Zbc=Zca , 


albo też z tego, że Zab-EZbca Zbcezźca”, 
wynika, że Zab=ŹZca . 


Odwrotnie, ze związków 


menli di Geometria, str. 347, 374. Porów. tegoż autora Elementi di Geometria, II ed. 
(1901), parte II, str. 55. 

Na innej podstawie oparł tę teorję B. Levi Sull'ugualianza diretta ed inver- 
sa delle figure. Periodico di Matem., vol. XIX (1904). 
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Zab= Zb. ZdbczEZca 
albo też ze związków Zab=gZbc , Zbc=Zca 
wynika, że Zab=EŹca . 

Dowód. Dla skrócenia rozważymy tylko jedną hipotezę, np. Zab=FZca 
(czyli Zab= Zac). 

Na mocy warunku 2°, promienie b, c leżą po jednej stronie promie- 
nia a, czyli albo b należy do kąta ac, albo też c należy do <ab. 
W pierwszym przypadku 

Zab=Zbc,  ZbczĘZca: i td. 

W analogiczny sposób postępujemy przy innych założeniach. 

B. Przy czterech promieniach a, b, c, dd mających spólny początek, 
warunek 3° prowadzi do tego samego wyniku, bez względu na to, czy 
kąty xab, xcd porównywamy z kątem ac, czy też z jednym z kątów 
bd, xbc, xad (albo z ich wierzchołkowemi kątami). 

Dowód. Wypada odróżniać różne hipotezy. Dla krótkości poprzesta- 
niemy na rozpatrzeniu jednego przypadku. Przypuśćmy, że 

Zab Zac, ZcazZac.. 


b 
a 
c 
b a a 
c b 
c 
Rys. 8. 
Dowiedziemy, że, jeżeli  Zab=Zbe , 
to Zcd= Zb. 
Jeśli zaś, przeciwnie 
Zab=EZbc , 
to ZGdZEŹŻDOG, 
Z założeń Zab=ZaczEźca ; "Zab=Zbc 
wynika, że ZbczEŹca', 
czyli że a, b leżą z jednej strony promienia c. 
Założenie Zcd=Żac 


wskazuje, że a, d leżą z przeciwnych stron promienia c, zatym promienie 
„b, d leżą z przeciwnych stron promienia c, czyli 
ZdbczZed”i £ 4. 
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Gdybyśmy wyszli z założenia, że 


wówczas mamy 


labs ca.: AadDz=EZbC" 


ZOCZZCA 


czyli a, b leżą z przeciwnych stron c. Ponieważ, dalej, z założenia 
Zcd=Żac wynika, że a, d leżą oba z przeciwnych stron promienia c, więc 
b, d muszą leżeć z jednej strony promienia c, czyli musi być 


ZbczEZcd it. d. 


C. Przy pięciu promieniach a, b, c, d, e o spólnym początku, jeżeli 


albo też, jeżeli 
wówczas 


Jeżeli, przeciwnie, 


albo też, jeżeli 


wówczas 


ZADZZZC > ZOBGZZZUR:> 

ZaDZEZCA , .ZcdzEZde , 
Zab= Zde . 

Zab=Zcd , Zcd=zZde 


- 


Zab- Zed; Ztd= Zde: ; 
Zab=zZde . 


Dowód. Dla krótkości rozważymy tylko jeden przypadek. Niech 


- będzie np. 


Mamy związki 


(1) 


albo też 


(2) 


Zdb=źcd., Zcdźźde- 


Zzab=żŻad., Zadzźcd”, 


ZabzzZad'„, ZadzEŹca . 


W przypadku (1) z założeń 


wynika, że 
że zaś 


zatym (na mocy tw. B) 


'Zadzźcd ,. Zcd=Zde 
Zad= Zde , 
Zab=Żad , 

ZaDZZAE A L20: 


W taki sam sposób rozumujemy w przypadku (2). 
D. Przy sześciu promieniach a, b, c, d, e, f o spólnym wierzchołku, 


jeżeli 


albo też jeżeli 
wówczas 

Przeciwnie, jeżeli 
albo też jeżeli 
wówczas 


Zab= Zcd-, Zcd=Zef., 
Zadz=źćd , ZcazĘZej , 
Zab=ŻZef . 
ZabzZcd ,. Zcdz=rZef.. 
ZabzEZcd , Zcd=Żef , 
Zab=zŻef . 


Dowód wynika z twierdzenia C tak, jak poprzedni dowód wynika 


z tw. B. 


Twierdzenia A,B, C(,D oznaczają, że przy dwuch da- 
nych kątach o spólnym wierzchołku możemy, na mocy 
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powyższych kryterjów, ustalić jednoznacznie, czy mają 
one te same zwroty, czy przeciwne. Mianowicie powiemy: 
dwa kąty, mające zwroty przeciwne lub zgodne ze zwro- 
tem trzeciego jakiegoś kąta, mają oba ten sam zwrot; ką- 
ty zaś, z których jeden ma zwrot zgodny ze zwrotem trze- 
ciego kąta, drugi zaś ma zwrot przeciwny zwrotowi tego 
trzeciego kąta, mają zwroty przeciwne.. 

30. Uwaga. Na mocy powyższego twierdzenia można, wychodząc 
z jakiegoś pierwszego promienia a, uporządkować w sposób naturalny 
wszystkie promienie pęku według dwuch przeciwnych zwrotów. Mianowi- 
cie postępujemy tak: 

Przedewszystkim ustalamy, że promienie jednej półpłaszczyzny (1) 
poprzedzają promienie drugiej (2). Następnie, mając dane dwa promienie 
b, c, powiadamy, że promień b poprzedza c, jeżeli przy Zab= Zbc, oba 
promienie należą do półpłaszczyzny (1); jeżeli, przeciwnie, oba należą do 
półpłaszczyzny (2), powiadamy, że b następuje po c, o ile Zab= Zbc. 

Jeżeli mamy kilka promieni a, b, c, d ..., następu- 
jących po sobie w ustalonym porządku i leżących po 


/ 
jednej stronie promienia a, i jeżeli przetniemy je pro- 
stą r, wówczas łatwo dowieść, że punkty przecięcia 4 


A, B, C, D .. następują po sobie na prostej r. 


Przypuśćmy np., że te promienie leżą w półpłasz- | = 
czyżnie (1). Mamy 
Zab=2ZbDc , b 
zatym c i a, jak również C i A leżą z przeciwnych 
c 


stron B. 

Mamy dalej Zcd=Zac , Ros: 9. 
zatym D i A leżą z przeciwnych stron punktu C it. d. 

Wynika stąd, że jeżeli promienie a,b,c,d.. następują po sobie 
w jednym zwrocie pęku, którego pierwszym promieniem jest a, wówczas 
promienie b, c, d..., leżące na jednej stronie a, także następują po sobie 
w jednym zwrocie pęku, którego pierwszym promieniem jest b. 

Ta sama własność sprawdza się i wówczas, gdy promienie c, d... 
są wewnętrznemi promieniami kąta, utworzonego przez proste a, b. Łatwo 
stąd wyciągnąć wniosek, że wszystkie porządki naturalne, które możemy 
ustalić w pęku, wychodząc z różnych promieni, dają dwa zwroty po- 
rządku cyklicznego w pęku ($ 25). 

W ten sposób określenie aktualne zwrotu (t. j. oparte na założeniu, 
że istnieją gotowe utwory) sprowadza się do określenia gienetycznego. 

31. Sprobujmy teraz porównać zwroty dwuch różnych pęków, le- 
żących w jednej płaszczyźnie. 


Zagadnienia_gieom. 5 
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Określenie. Jeżeli początkowe ramiona dwuch pęków, leżących 
w jednej płaszczyźnie, znajdują się na tym samym promieniu, powiada- 
my, że kąty mają ten sam zwrot lub zwroty przeciwne, zależnie od tego, czy 
drugie ich ramiona leżą z jednej strony czy z różnych stron tego promienia. 

Określenie nasze jest uogólnieniem warunku 2” w § 29-ym. 

Wypada dowieść dwuch twierdzeń. 

Twierdzenie A. Niech będą 
dane w jednej płaszczyźnie kąty %ab 
i xcd; niech ramię c leży na promieniu 
ai Zab=Zcd. Jeżeli początki promieni 
b, d leżą odpowiednio w wierzchołkach 
naszych kątów, wówczas ze związków 

Zab,=Zab.. Led = Zed 
Rys. 10. albo ze związków Zab=EZab , Zcd==Zcd 
wynika, że Zab=Zcd . 
Przeciwnie, ze związków 
Zab==żab , Zcd'=Żcd 
albo ze związków Zab = Zab: s ZodzEZca 
wynika, że Zab=EZcd . 

Dowód. Rozpatrzymy pierwszy przypadek. Na mocy warunku 2° 

w $ 29-ym, promienie b”, d leżą z tej samej strony promieni a, c; zatym 
Zab ZZ 1. b (A. 

Wniosek. Jeżeli A, B,C są trzema punktami, nie leżącemi na 

jednej prostej, wówczas 5 B À 4 


Z<ABC=EZ<BAC . N 
Istotnie (por. rys. 11) 
Z<BAC=Z<A'BC . c 


Twierdzenie B. Dwa kąty, mające 
zwroty zgodne lub przeciwne zwrotowi trze- 
ciego jakiegoś kąta, mają oba ten sam zwrot. Dwa kąty, z których jeden 
ma zwrot zgodny ze zwrotem trzeciego kąta, drugi zaś ma zwrot prze- 
ciwny zwrotowi tego trzeciego kąta, mają zwroty przeciwne. 

Dowód. Niech A, B,C będą wierzchoł- 
kami tych trzech kątów. Załóżmy, że nie leżą 
one na jednej prostej (gdyby leżały na jednej 
prostej, dowód byłby niezmiernie łatwy). 

Wystarczy porównać zwroty trzech pęków 


Rys. 11. 


Rys. 12. przez porównanie poszczególnych ich kątów. 
Mamy Z<BACHEZ<ABC 


Z%<CABEZ<ACB 
Z BCA=EZ<CBA, 
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czyli Zx ABC =Zx BCA 

Zx BCA=Zx CAB 

Z<ABC=Z<CAB, 
a więc zwroty pęków B,C są te same, gdyż oba są zgodne ze zwrotem 
pęku A. 


Kierunek Pascha. 


32. Badaliśmy różne sposoby wykładu pierwszych pojęć gieometrji, 
zawsze jednak uważaliśmy prostą i płaszczyznę za utwory pier- 
wotne, podstawowe, natomiast określaliśmy za ich pomocą odcinek 
ik art 

Pasch”), wychodząc z empirycznego poglądu na gieometrję, wybrał 
drogę odwrotną, mianowicie rozpoczął od pojęć pierwotnych odcinka 
i obszaru płaskiego (skończonego) i z nich wysnuł określenia pro- 
stej i płaszczyzny. i 

Analiza, przeprowadzona przez Pascha, ma niezwykłą doniosłość 
krytyczną, co nas skłoniło do wiernego odtworzenia pierwszych początków 
jego wykładów. 

Jak mówiliśmy, Pasch przyjmuje, jako pierwotne, pojęcie odcinka 
prostolinjowego, lub po prostu pojęcie odcinka i zakłada, że 
można bez wyjaśnień mówić o „odcinku poprowadzonym między dwoma 
punktami“, jak również o „punktach, leżących wewnątrz (innerhalb) 


odcinka*. Ustala on grupę z pięciu postulatów, prowadzących do okreś- 
lenia „odcinka, który jest częścią innego odcinka*. Są to następujące 
postulaty: 


1. Między dwoma punktami można zawsze poprowa- 
dzić odcinek i tylko jeden. 

2. Możnazawsze wskazać punkt leżącywewnątrz da- 
nego odcinka. $ 

3. Jeżeli punkt C leży wewnątrz odcinka AB, wówczas 
punkt A leży zewnątrz odcinka BC. 

4. Jeżeli punkt C leży wewnątrz odcinka AB, wówczas 
wszystkie punkty odcinka AC są zarazem punktami od- 
cinka AB. 

5. Jeżeli punkt C leży wewnątrz odcinka AB, wówczas 
punkt, nie należący ani do odcinka AC, ani do CB, nie może 
należeć do odcinka AB. 


') Vorlesungen über neuere Geometrie. 1I Aufl. Leipzig 1912. 
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Na mocy tych postulatów można dowieść, że jeżeli punkt C leży 
wewnątrz odcinka AB, punkt zaś D wewnątrz odcinka BC, to C leży we- 
wnątrz AD. Możemy teraz odcinek CD nazwać częścią odcinka AB i do- 
wieść, że jeżeli C, D są punktami odcinka AB i jeżeli przynajmniej je- 
den z nich jest punktem wewnętrznym tego odcinka (nie jest krańcem 
odcinka), wówczas CD jest częścią odcinka AB. 

Aby otrzymać określenie prostej, wystarcza teraz dodanie trzech 
jeszcze postulatów: 

6. Jeżeli A, B są dowolnemi punktami, możemy za- 
wsze obrać punkt ČC w taki sposób, by punkt B leżał we- 
wnątrz odcinka AC. 

7. Jeżeli punkt B leży wewnątrz odcinków AC, AD, 
wówczas albo C leży wewnątrz odcinka 4D,albo też D leży 
wewnątrz AC. 

8. Jeżeli punkt B leży wewnątrz odcinka AC, punkt 
zaś A wewnątrz odcinka BD,i jeżeli punkty C, D połączy- 
my odcinkiem prostolinjowym, wówczas punkt A leżeć 
musi na odcinku CD. 

Założywszy te trzy nowe postulaty, Pasch wprowadza następującą 
umowę: jeżeli jeden z trzech punktów leży wewnątrz odcinka, wyznaczo- 
nego przez drugie dwa, powiadamy, że te trzy punkty tworzą „ciąg pro- 
stolinjowy* (eine geradlinige Folge). Następnie Pasch dowodzi, że jeżeli 
zarówno punkty 4, B, C, jak punkty A, B, D tworzą ciąg prostolinjowy, 
wówczas takie ciągi tworzą również punkty 4, 0, D i B,C, D. 

Następuje określenie prostej AB jako „ogółu wszystkich punktów C, 
leżących na jednym odcinku prostym (in einer geraden Strecke) z punk- 
tami Á, B. Z poprzedniego wynika równoważność trzech orzeczeń: Č na- 
leży do prostej AB; Ą należy do prostej BC; B należy do prostej AC. 

Na mocy postulatów 1—8 można dowieść dla prostej wszystkich 
własności uporządkowania i podziału, któreśmy wyrazili w naszych po- 
stulatach IVa i IVb. Nie będziemy tu jednak zatrzymywali się nad tą de- 
dukcją i odeślemy czytelnika do dzieła Pascha. 

33, Chcąc wysnuć określenie płaszczyzny, Pasch wychodzi z pier- 
wotnego pojęcia obszaru płaskiego (wypukłego)*). Mówi on (bez żadnych 
bliższych wyjaśnień) o „punktach obszaru płaskiego* i wypowiada nastę- 
pujące cztery postulaty, dotyczące właściwie możliwości dowolnego po- 
większenia danego obszaru płaskiego: 

9. Przeztrzy dowolne punkty możemy poprowadzić 
(legen) obszar płaski. 


*) Ein ebenes Flachenstick. 
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10. Jeżeli przez dwa punkty obszaru płaskiego po- 
prowadzimy odcinek, wówczas istnieje obszar płaski, za- 
wierający zarówno wszystkie punkty tego odcinka, jak 
i wszystkie punkty danego obszaru. 

11. Jeżeli dwa obszary płaskie. Æ i E' mają spólny 
punkt, możemy zawsze wskazać inny punkt, który jest 
zawarty w obszarze płaskim, zawierającym wszystkie 
punkty obszaru E,i winnym obszarze płaskim, zawiera- 
jącym wszystkie punkty obszaru Æ. 

12. Jeżeli trzy punkty A,B,C obszaru płaskiego po- 
łączymy po dwa prostemi AB, BC, CA i jeżeli wtym samym 
obszarze przez punkt wewnętrzny odcinka AB poprowa- 
dzimy odcinek DE, wówczas odcinek DE, bądź też jedno 
z jego przedłużeń przechodzi przez jakiś punkt odcinka 
AC albo też przez jakiś punkt odcinka BO. 

Na mocy tych postulatów dowodzi Pasch, że jeżeli cztery punkty 
A, B, C, D leżą w obszarze płaskim Æ i jeżeli E' jest dowolnym obsza- 
rem płaskim, przechodzącym przez 4, B, C, wówczas istnieje zawsze ob- 
szar, zawierający zarówno punkt D, jak wszystkie punkty obszaru KF. 

Następnie wprowadza Pasch następujące określenie: jeżeli ist- 
nieje obszar płaski, zawierający punkty 4, B, ©, D, wówczas powiadamy, 
że płaszczyzna ABC przechodzi przez punkt D. 

Z poprzedniego wynika, że ten sam fakt można wyrazić równie do- 
brze, mówiąc, że płaszczyzna BOD przechodzi przez A, albo że płasz- 
czyzna CDA przechodzi przez B i t. d. 

Wychodząc z powyższego określenia i z postulatów 9 — 12, Pasch 
ustala, że zawsze istnieje płaszczyzna (i tylko jedna), przechodząca przez 
trzy punkty, nie leżące na jednej prostej, następnie zaś dowodzi podsta- 
wowej własności płaszczyzny, mianowicie że zawiera ona w całości każdą 
prostą, łącząca dwa jej dowolne punkty. 

Musimy wreszcie nadmienić, że Pasch -wprowadza własności po- 
działu płaszczyzny przez prostą, opierając się na następującym podstawo- 
wym twierdzeniu: 

jeżeli A,B,C są trzema punktami, nie leżącemi na jed- 
nej prostej, i jeżeli w płaszczyżnie ABC przez dowolny 
punkt Dodcinka ABpoprowadzimy prostą, która nieprze- 
chodzi ani przez 4, ani przez B lub C wówczas prostata 
przecina albo prostą AC pomiędzy punktami A i C, albo 
też prostą BC pomiędzy punktami Bi C. 

Nie możemy się dłużej zatrzymywać nad ciekawym rozwinięciem 
tego systemu, musimy tylko podkreślić, że układ postulatów Pascha jest 
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pod względem logicznym równoważny układom, któreśmy naszkicowali 
w poprzednich ustępach *). 

34. Peano w dziele I Principi di Geometria logicamente esposti **) 
zbliża się bardzo do stanowiska Pascha. Peano bada podstawy gieo- 
metrji metodami logiki matematycznej, przyczym opiera się na wynikach 
analizy, dokonanej przez Pascha, który dowiódł, że wszystkie pojęcia 
gieometryczne dadzą się właściwie sprowadzić do czterech, mianowicie do 
pojęć punktu, odcinka, obszaru płaskiego i ruchu. 

Peano rozkłada postulaty Pascha na elementy ***) i z pośród po- 
jęć pierwotnych usuwa pojęcie obszaru płaskiego. Buduje on wprawdzie 
prostą za pomocą odcinka, tam jednak, gdzie chodzi o pojęcie płaszczyz- 
ny, nie uważa obszaru płaskiego za nowy utwór niezdefinjowany. Opiera 


*) [Tak przedstawiał się system Pascha w pierwszym wydaniu jego 
dzieła. Przedrukowując w 1912 r. tekst pierwotny bez zmian, uzupełnił go Pasch 
dodatkami, w których, między innemi, zanalizował nieco dokładniej i rozczłonko- 
wał pojęcia podstawowe, postulaty i twierdzenia, streszczone poprzednio. Cieka- 
wych odsyłamy do oryginału, tu poprzestaniemy na podaniu nowej listy pojęć 
i postulatów, dotyczących prostej. 

Pojęcia podstawowe: 1) punkt; 2)odcinek prostej, albo krótko, od- 
cinek; 3) skrajny (mianowicie: skrajny punkt odcinka); 4) wewnętrzny 
(punkt odcinka). 

Postulaty: 1) Gdy dany jest odcinek, możemy wskazać (angeben) jego skraj- 
ne punkty. 2) Jeżeli dwa punkty są skrajnemi punktami odcinka, wówczas żaden 
inny punkt nie może być skrajnym punktem tego odcinka. 3) Gdy dany jest od- 
cinek, możemy wskazać (angeben) punkt, który jest wewnętrznym punktem od- 
cinka. 4) Jeżeli punkt jakiś jest skrajnym punktem odcinka, to nie może on być 
jego punktem wewnętrznym. 5) Mając dane dwa punkty, możemy wskazać odci- 
nek, dla którego dane punkty są skrajnemi. 6) Dwa dane skrajne punkty odcinka 
nie mogą być oba skrajnemi punktami innego odcinka. 7) Jeżeli C jest punktem 
wewnętrznym odcinka AB, wówczas A nie jest wewnętrznym punktem odcinka 
BC. 8) Jeżeli C jest wewnętrznym punktem odcinka AB, D zaś jest wewnętrznym 
punktem AC, wówczis D jest zarazem wewnętrznym punktem AB. 

Oczywista rzecz, że przy tak zmienionym układzie pojęć i postulatów mu- 
siały zajść zmiany i w twierdzeniach, np. przytoczony na str. 67 postu lat3 
stał się obecnietwierdzeniem. Przyp.tłumacza|. 

**) Torino, Bocca. 1889. 


=) Peano np. zaznacza, że w mowie potocznej wyrażenie: „dwa punkty“ 
ma wiele różnych znaczeń, gdyż czasem oznacza „dwa dowolne punkty*, czasem 
„dwa różne punkty“, czasem dotyczy pary puhktów, rozważanych w pewnym po- 
rządku, czasem zaś — pary punktów jako pewnego ugrupowania. Wynika stąd, że 
pierwszy postulat Pascha nie jest dokładnie wyznaczony. Peano wykazał rów- 
nież, że trzeci postulat Pascha daje się rozłożyć na trzy różne twierdzenia 
z których jednego można dowieść. 
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się on na pojęciu trójkąta ABC, który określa jako zbiór wszystkich punk- 
tów, leżących na odcinkach, które łączą pary punktów, znajdujących się 
na odcinkach 4B, BC, CA. Płaszczyznę ABC określa on jako „zbiór wszyst- 
kich punktów, które leżą na prostych, wyznaczonych przez pary punk- 
tów, należących do trójkąta ABO“. 

Do tego punktu widzenia dadzą się nawiązać poprzednie nasze roz- 
ważania o kątach, o ile przyjmiemy następujące: 

Określenie. Kątem między dwoma promieniami a,b na- 
zywamy zbiór wszystkich promieni, rzutujących z punk- 
tu O odcinek AB, którego końceleżą odpowiednio na pro- 
mieniach g, b. 

Jeżeli chcemy, żeby kąt, zbudowany w ten sposób, nie był zależny 
od wyboru odcinka musimy jeszcze dodać postulat 

Vc. Promień, należący do kąta ab przecina w jednym 
punkcie każdy odcinek, którego końce leżą na ramio- 
nach kąta a ib. 

Peano udowodnił, że gieometrję położenia można oprzeć 
na dwuch pojęciach pierwotnych, mianowicie na pojęciach punktu 
i odcinka, chcąc zaś wyrazić pojęcia gieometrji metrycznej, 
musimy jeszcze dodać do dwuch poprzednich pojęcie ruchu *). 

Stojąc na gruncie formalnym i dążąc do redukcji liczby po- 
jęć pierwotnych (i odpowiednich symbolów), bez względu na wszelkie wy- 
magania, jakie można byłoby stawiać postulatom z punktu widzenia in- 
tuieji, Pieri wskazał, w jaki sposób można osiągnąć dalszą redukcję **). 
Zanalizowawszy najpierw podstawy gieometrji rzutowej, następnie pod- 
stawy gieometrji elementarnej, dowiódł on, że można zbudować całą gieo- 


*) Oprócz cytowanych poprzednio Principi di Geometria, porów. dwa ar- 
tykuły tegoż autora: jeden w Rivista di Matematica, str. 51, rok 1894, dru- 
gi p. t. Geometria fondata sulle idee di punto e di distanza, Atti della R. Accad. 
di Torino, XXXVIII, 1902. Porów. prócz tego: Padoa Un nuovo sistema di de- 
finizioni per la Geometria euclidea, II Congrès intern. des Math., Paris 1900. V e- 
blen Ą sysłem of axioms for Geometry. Trans. of the Amer. Math. Society, V, 
1904. 

*) Principi della Geometria di posizione composti in sistema logico-deduttivo. 
Mem. dell'Accad. delle Sc. di Torino, vol. XLVIII,, 1898. Della Geometria elemen- 
lare come sistema ipotetico deduttivo, tamże, vol. XLIX,, 1899. 

Powyższe uwagi pisałem w 1905 r. dla niemieckiego przekładu niniejszej 
książki. Teraz muszę zwrócić uwagę na nowszą pracę Pieri'ego La Geometria 
Elementare istituita sulle nozioni di „punto“ e „sfera“. Mem. della Societa dei XL, 
1908. W pracy tej system autora został znacznie uproszczony, przez co stał się 
bardziej przejrzysty; prócz tego uzupełnił tu P ieri swą analizę podstaw gieo- 
metrji euklidesowej. |Praca ta ukaże się wkrótce w przekładzie polskim, jrko 
drugi tom „Bibljoteki Wektora*|. 
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metrję, opierając się tylko na dwuch pojęciach: punktu i odleg- 
łości*). 

Pokrewne stanowisko zajmuje Beppo Levi w bardzo ciekawej 
pracy: Sui fondamenti della metrica proiettiva *) oraz Kagan w artykule: 
Ein System von Postulaten, welche die euklidische Geometrie definieren ***), 
rozbiór tych prac zaprowadziłby nas jednak zbyt daleko. 


O podziale płaszczyzny na obszary. 


35. Badając w S 26-ym własności powierzchniowe płaszczyzny, opie- 
raliśmy się na tym, że prosta, leżąca na płaszczyźnie, dzieli ją na dwa 
obszary. Na tej samej własności opieraliśmy się w $ 28-ym, charakteryzu- 
jąc podział płaszczyzny na obszary za pomocą dwuch promieni o spól- 
nym początku. Powróćmy teraz do tej kwestji i pomówmy o niej trochę 
obszerniej. 

Przedewszystkim zauważmy, że dwie figury albo dwa miejsca gieo- 
metryczne dadzą się wogóle skombinować (połączyć) w dwojaki sposób. 
Jeżeli dwa miejsca gieometryczne F i F' posiadają odpowiednie własno- 
ści A i B, wówczas możemy badać: 

1° miejsce gieometryczne wszystkich punktów, posiadających albo 

własność A, albo własności B; 
2° miejsce punktów, posiadających jednocześnie obie własności: 
41.B. 

Powiemy, że nowe miejsce gieometryczne otrzymaliśmy w pierwszym 
przypadku przez zestawienie danych miejsc F, F' (per riunione), w dru- 
gim zaś—przez ich skrzyżowanie (per interferenza ****). 

Np., niech będą dane proste OA, OB, przecinające się w punkcie 
O. Z dwuch półpłaszczyzn, wyznaczonych przez prostą OQA, weżmy pod 


*) Pieri wykazał również, że niema potrzeby zakładać pojęcia odległo- 
ści jako związku między czterema punktami A, B, C, D, w postaci: „odległość AB 
równa się odległości CD*. Dowiódł on, że wystarcza założyć jako pojęcie pier- 
wotne związek między trzema punktami A, B,C w postaci: „punkty A i B są jed- 
nakowo odległe od punktu C*. U Euklidesa można już znaleźć ślad takiego 
pomysłu, w nowszych zaś czasach podjął go Veronese. 

*) Mem. dell?’ Accad. delle Sc. di Torino, vol. LIV, (1904). 

**) Jahresberichte der Deutschen Mathem.-Vereinigung, 11, 1902. 

'""') Z łatwością każdy dostrzeże, że tym dwom sposobom łączenia miejsc 
gieometrycznych odpowiadają w logice formalnej działania dodawania lo- 
gicznego i mnożenia. 


http://rcin.org.pl 


zwija = 


uwagę tę, w której leży punkt B; tak samo z dwuch półpłaszczyzn, wy- 
znaczonych przez OB, weżmy tę, w której leży punkt A. Skrzyżowanie 
tych półpłaszczyzn daje obszar wypukły œ AOB, zestawienie zaś daje cały 
zakreskowany obszar, który otrzymujemy, odejmując od płaszczyzny kąt 
wierzchołkowy względem kąta <AOB, 

Przejdźmy teraz do podziału płaszczyzny zapomocą trzech lub wię- 
cej prostych. Przedewszystkim weźmy pod uwagę trzy punkty 4, B,C 
i trzy proste, łączące je parami, czyli proste a=BC, b=AC, c=AB. 


Figurę, utworzoną przez trzy B 

odcinki (boki) AB, BC, AC nazwij- 7 AHA AA AA 
my trójkątem i zwróćmy uwagę, GA ZA 
że krzyżując parami trzy półpłasz- 728 TE 
czyzny aÁ, bB, cC (czyli półpłasz- (pazzerszssam 

"IE E I DEC IZ I R E W E hT; 
czyzny, wyznaczone przez proste a, ETAETA 
b, c i zawierające odpowiednio punk- JE, E EEA 


ty 4, B, O) otrzymamy trzy kąty ROR 
trójkąta < ab, = bc, £ ac. z SEE 

Mamy najpierw twierdzenie: ESEE 

Punkt, leżący wewnątrz ———— 
dwuch kątów trójkąta, leży zc 
równieżwewnątrztrzeciego 
jego kąta. Rys. 13. 

Istotnie, jeżeli punkt P leży we- 
wnątrz kątów % be i % ac, wówczas, na mocy naszego określenia, leży 
on z tej strony prostej b, z której znajduje się punkt B, i z tej strony 
a, z której znajduje się punkt A. In- 
nemi słowy, P leży jednocześnie w dwuch 
półpłaszczyznach aA i bB, jest więc 
punktem wewnętrznym kąta œ ab. 

Wobec tego mamy prawo okre- 
ślić punkty wewnętrzne trójkąta 
jako punkty spólne trzem jego ką- 
tom, i obszar (superficie) trójkąta 
jako zbiór wszystkich jego punktów we- 
wnętrznych oraz punktów, leżących na 
jego bokach (czyli na konturze trój- 
kąta). 

Punkty, nie należące do obszaru 


Rys. 14. 


trójkąta, nazywamy zewnętrznemi. 
36. Z powyższego wynika, że punkty wewnętrzne trójkąta ABC otrzy- 
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mujemy przez skrzyżowanie trzech półpłaszczyzn aA, bB, cC, wszyst- 
kie zaś punkty zewnętrzne (wraz z konturem trójkąta) otrzymujemy, ze- 
stawiając trzy półpłaszczyzny, wyznaczone przez te same proste i prze- 
ciwległe odpowiednio półpłaszczyznom aA, bB, cC. 

Proste a, b, c dzielą zbiór punktów zewnętrznych na sześć obszarów. 
Trzy z nich (oznaczone na rysunku liczbami I, II, III) są to kąty wierz- 
chołkowe kątów trójkąta, trzy zaś inne otrzymujemy, krzyżując jeden kąt 
trójkąta z półpłaszczyzną, wyznaczoną przez przeciwległy bok i nie za- 
wierającą punktów wewnętrznych trójkąta. 

Możemy teraz scharakteryzować własności podziału płaszczyzny, wy- 
znaczonego przez trójkąt ABC. 

Przedewszystkim z poprzednich określeń i własności kąta wynika, 
że odcinek, łączący dwa punkty konturu lub dwa punkty 
wewnętrzne, należy w całości do obszaru trójkąta. 

Powtóre, odcinek,któryłączypunktwewnętrznytrójką- 
tazpunktem zewnętrznym, prze- 
cina kontur w jednym i tylko 
w jednym punkcie. 

Istotnie, niech będzie dany trójkąt 
ABC oraz dwa punkty: wewnętrzny P 
i zewnętrzny (. 

Punkt Q może leżeć w jednym z ką- 
tów trójkąta, np. w kącie x BAC (rys. 15). 
W takim razie P i Q leżą oba zarówno 
Rys. 15. z jednej strony prostej b, jak z jednej 

strony prostej c, natomiast muszą leżeć 
z przeciwnych stron prostej a. Wobec tego odcinek P() musi przecinać 
prostą a, że zaś punkt przecięcia, jak wogóle cały odcinek PQ, leży we- 
wnątrz kąta x ABC, zatym musi leżeć na boku trójkąta BC. 

Przypuśćmy teraz, że ęQ nie leży w żadnym kącie trójkąta. W takim 
razie musi on leżeć w jednym z ich kątów wierzchołkowych, np. w ką- 
cie wierzchołkowym względem kąta = ABC. 

Teraz P i Q leżą z przeciwnych stron zarówno prostej c, jak prostej 
b, wobec czego odcinek PQ przecina te dwie proste odpowiednio w punk- 
tach R, S. Jeden z tych punktów przecięcia musi leżeć na konturze 
trójkąta, gdyż w przeciwnym razie nie tylko ęQ, lecz i P musiałby leżeć ze- 
wnątrz kąta, utworzonego przez promienie AB, AC, co przeczyłoby założeniu. 

Pozostaje do rozważania przypadek, gdy oba punkty Pi Q są punk- 
tami zewnetrznemi. 

Usuńmy przypadek, gdy te punkty leżą na prostej, przechodzącej 
przez wierzchołek trójkąta. Odcinek PQ może wcale nie przecinać kon- 
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turu i w takim razie leży cały zewnątrz trójkąta, gdyby bowiem który- 
kolwiek jego punkt leżał wewnątrz trójkąta, odcinek musiałby przeciąć 
przynajmniej jeden z boków. Jeżeli natomiast przypuścimy, że PQ prze- 
cina jeden bok trójkąta, np. bok AB w punkcie R, wówczas wierzchołki 
A, B muszą leżeć z przeciwnych stron prostej PQ, wierzchołek zaś ©, nie 
mogąc (na mocy naszego założenia) leżeć na tej prostej, musi znajdować 
się z jednej lub z drugiej jej strony. Jeżeli Č leży z tej samej strony co i A, 
wówczas prosta PQ musi przeciąć bok 
BC w punkcie S, przyczym odcinek ` 
RS musi leżeć wewnątrz odcinka PQ, 
gdyż w przeciwnym razie punkt Æ 
znajdowałby się zewnątrz odcinka PQ, 
co przeczyłoby założeniu. Tak więc 
PQ przecina kontur trójkąta w dwuch 
punktach. 
Wyniki powyższych rozumowań 
dadzą się streścić w postaci: 
Trójkątdzielipłaszczyz- Rys. 16. 
nę na dwie części (powiadamy, 
że. rozgranicza je kontur trójkąta). Jeżeli mamy dane dwa 
punkty, nie leżącena prostej, przechodzącej przez wierz- 
chołek trójkąta, wówczasodcinek łączący je 
przecina kontur w jednym tylko punkcie—o ile dane, 
punkty leżąw dwuch różnych częściach płaszczyzny, 

nie przecina wcale konturu albo też przecina go 
w dwuch punktach — o ile dane punkty leżą oba 
w jednej części płaszczyzny. 

Uwaga. Jedna z tych części płaszczyzny stanowi obszar trójkąta 
i odznacza się tym, że jest skończona, czyli zawierać może tylko od- 
cinki prostych, nie zaś całkowite proste 
lub promienie. Druga część stanowi cały 
obszar zewnętrzny; zawiera ona całkowite 
proste, o czym można się przekonać, bio- 
rąc pod uwagę prostą, łączącą dwa punk- 
ty na przedłużeniach boków trójkąta. Część 
ta można nazwać nieskończoną. 

37. Podamy tu jeszcze kilka prostych 
spostrzeżeń, dotyczących zwrotu boków 
i kątów trójkąta. O doniosłości tych spo- 
strzeżeń przekonamy się później, gdy wypadnie nam uogólnić pojęcie 
trójkąta. 


Rys. 17. 
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Niech będzie dany trójkąt ABC. Przez kombinację trzech zwrotów 


— > — 
boków AB, BC, CA, albo też trzech przeciwnych zwrotów, otrzymujemy 
dwa przeciwne sobie zwroty na konturze 
trójkąta. Jeżeli obieramy jeden z nich, np. 
zwrot ABC, przez to samo otrzymujemy . 
w każdym kącie trójkąta po jednym zwro- 
cie, który jest wyznaczony przez rzut zwro- 
tu, abranego na przeciwległym boku. Przy 
tych warunkach kąty =cba, %cb, xac mają 
zwroty zgodne (porów. $ 31). Biorąc pod 
uwagę zwrot konturu i kątów, możemy 
odróżnić trójkąty równe wprost od 
równych przez odwrócenie (t.j. przystające od symetrycznych) *). 

38. Łatwo pojąć, w jaki sposób można uogólnić powyższe rozwa- 
żania. 

Przypuśćmy, że mamy na płaszczyźnie n punktów 4,, Á, 4, ... Án. 
Jeżeli z jednej strony każdej z prostych 4,4», 444,, 4;4,,... A„_,4„ leżą 
n—2 punkty, przez które ta prosta nie przechodzi, wówczas figurę utwo- 
rzoną przez n odcinków (boków) 4y4,, 4,4, ... 4,_,4,, Ard, nazywa- 
my wielokątem wypukłym. 

Kąty (wypukłe) xA, <4, ... A, nazwijmy kątami wielokąta. Prze- 
dewszystkim za pomocą indukcji zupełnej możemy dowieść, że jeśli punkt 
jakiś leży wewnątrz n—1 kątów wielokątu, wówczas musi leżeć wewnątrz 
n-tego kąta. Następnie wolno nam będzie powtórzyć dla wszystkich wie- 
lokątów wypukłych poprzednie określenia punktów wewnętrz- 
nych, zewnętrznych i obszaru wielokąta. W dalszym ciągu mo- 
żemy dowieść, że 

wielokąt dzieli płaszczyznę na dwie części (których 
granicę stanowi jego kontur) takie, iż odcinek, łączący dwa do- 
wolne pnnkty płaszczyzny (byle tylko nie leżące na konturze ani 
na prostej, przechodzącej przez wierzchołek wielokąta) 

przecina kontur w jednym punkcie, jeśli końce od- 
cinka należą do różnych części płaszczyzny, 

nie przecina zaś wcale konturu lub przecina go 


Rys. 18. 


') Obok zwrotów trzech wewnętrznych (wypukłych) kątów ab, %bc, %©ca, 
możemy brać również pod uwagę zwroty kątów wklęsłych, mających z poprzed- 
niemi spólne ramiona. Rozważanie takiego podwójnego ciagu kątów bywa bardzo 
użyteczne w teorji wielokątów, w teorji zaś linji łamanych jest nawet konieczne. 
Porów. Enriquesi Amaldi Zasady gieometrji. 
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w dwuch punktach, jeśli końce odcinka należą do tej sa- 
mej części płaszczyzny. 

Jedną z tych części płaszczyzny jest obszar wielokąta. Można uwa- 
żać, że powstaje on ze skrzyżowania półpłaszczyzn, wyznaczonych 
przez boki wielokąta i zawierających jego punkty wewnętrzne. Natomiast 
druga część płaszczyzny powstaje przez zestawienie przeciwległych 
półpłaszczyzn. 

I tu mamy dwa zwroty na konturze wielokąta, odpowiednio zaś do 
każdego z nich możemy uporządkować kąty wielokąta według zwrotów 
zgodnych. 

39. Usuwając z określenia wielokąta warunek, by n—2 jego wierz- 
chołki leżały z jednej strony każdego boku, otrzymujemy wielokąty wklęs- 
łe, które mogą być związane lub niezwiązane, zależnie od tego, 
czy dwa którekolwiek niekolejne ich boki przecinają się, czy nie przeci-- 
nają się. 

Wielokąt wklęsły posiada conajmniej jeden kąt wklęsły. 

Obszar wielokąta niezwiązanego możemy określić jako połą- 
czenie obszarów kilku wielokątów wypukłych. Można jednak obszar ten 
określić bezpośrednio, postępując tak, jak przy wielokątach wypukłych; 
cała różnica polega tylko na tym, że niektóre półpłaszczyzny, wyznaczo- 
ne przez boki, wypadnie teraz skrzyżować, inne zaś zestawić. 

Wielokąt wklęsły niezwiązany dzieli również płaszczyznę na dwie czę- 
ści, jeśli jednak będziemy badali różne możliwe położenia punktów i od- 
cinków względem konturu, natrafimy tu na większą liczbę przypadków 
niż przy wielokątach wypukłych. Istotnie, możemy wypowiedzieć nastę- 
pujące twierdzenie: 

Wielokąt wklęsły niezwiązany dzieli płaszczyznę 
na takie dwie.części, iż odcinek, łączący dwa dowolne 
punkty płaszczyzny (byle nie leżące na konturze ani też na pros- 
tej, przechodzącej przez wierzchołek) przecina kontur w parzystej 
lub nieparzystej liczbie punktów, zależnie od tego, czy 
końce odcinka należą do tej samej części płaszczyzny, 
czy do różnych części. 

Należy przytym uważać zero za liczbę parzystą. 

Wielokąty związane nie wyznaczają podziału płaszczyzny na czę- 
ści, chyba że uważamy je za otrzymane przez zestawienie wielokątów 
niezwiązanych. 

Badając równość (przystawanie) wielokątów wklęsłych, czy to zwią- 
zanych czy niezwiązanych, musimy brać pod uwagę dwa zwroty konturu 
i odpowiednie im zwroty kątów. 

40. Uwaga. Pojęcie wielokąta możemy uogólnić na wielokąty, któ- 
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rych boki są łukami kół (w szczególnym zaś przypadku odcinkami pro- 
stych). Najprostsze przykłady takich figur są to odcinki i wycinki 
kołowe, soczewki, księżyce i t. p. 

Wielokąty niezwiązane o bokach, utworzonych przez łuki kół, dzielą 
płaszczyznę na dwie części, które można scharakteryzować, opierając się 
na własnościach przecięcia okręgu z prostą *). 

Nie możemy się zatrzymywać nad tą sprawą, zwracamy jednak na 
nią uwagę miłośników gieometrji elementarnej, którzy znajdą tu pole do 
badań. 


Kąt dwuścienny (dwuścian). 


41. Aby wyczerpać program, któryśmy sobie zakreślili, musimy 
jeszcze pomówić o podziale przestrzeni, związanym z pojęciem kąta dwu- 
ściennego. 

Nad kątem dwuściennym można przeprowadzić badania, zupełnie 
analogiczne do naszych badań nad kątem płaskim. Wypada np. odróż- 
niać kąt dwuścienny jako zbiór półpłaszczyzn o spólnej 
krawędzi (czyli właściwy kąt dwuścienny) od zbioru wszystkich punk- 
tów, leżących na tych półpłaszczyznach, który możemy nazwać wycin- 
kiem bryłowy m. 

Badając te kąty z punktu widzenia gieometrycznego, na- 
leży określenie ich nawiązać do powstawania przestrzeni przez obrót płasz- 
czyzny (lub półpłaszczyzny) dokoła prostej. Elementy pęku półpłaszczyzn 
(lub całkowitych płaszczyzn) możemy uporządkować a priori w porząd- 
ku kołowym (naturalnym) i na tym możemy oprzeć określenie 
kąta dwuściennego. Aby ustalić związek między uporzędkowaniem koło- 
wym dwuch dowolnych pęków, musimy założyć, jako postulat, 
charakter rzutowy tych uporządkowań. Musimy mianowicie 
założyć, że jeśli punkty przecięcia z kolejnemi płaszczyznami danego pę- 
ku rzutować będziemy z dowolnej prostej, różnej od osi tego pęku, wów- 
czas punkty rzutować się będą według kolejnych płaszczyzn. 

Jeśli, przeciwnie, kąt dwuścienny badamy z punktu widzenia aktu- 
alnego, musimy jego określenie oprzeć na tym, że płaszczyzna dzieli 
przestrzeń na dwie części. Najpierw podajemy określenie: dwa punkty 4, B 
leżą z różnych stron lub z tej samej strony płaszczyzny a, zależnie od tego, 


*) Szkie teorji wielokątów o bokach, utworzonych przez łuki kół, znajdzie 
czytelnik w książce: Enriques i Amaldi Zasady gieomeizji. 
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czy odcinek AB przecina płaszczyznę, czy też nie przecina. Następnie mu- 
simy założyć postulat: 

VIb. Jeżeli dwa punkty B, C leżą z jednej strony płasz- 
czyzny i jeżeli punkt A leży z innej strony tej płaszczyz- 
ny niż punkt B, wówczas Ai(C leżą z różnych stron płasz- 
czyzny. 

W dalszym ciągu ustalamy fakt, że dwie płaszczyzny, przecinające 
się według prostej, dzielą przestrzeń na cztery wycinki bryłowe, po- 
czym możemy już określić kąt dwuścienny między półpłaszczyznami a, ß 
o spólnej krawędzi a, jako zbiór wszystkich półpłaszczyzn, należących do 
wycinka bryłowego, wyznaczonego przez a i 6. 

Wreszcie, z określenia kąta i z postulatu VIb wysnuwamy wniosek, 
że każda półpłaszczyzna, należąca do kąta dwuściennego aß, przecina 
w jednym i tylko w jednym punkcie każdy odcinek, którego końce leżą 
odpowiednio na płaszczyznach a i 6. 

Z tego wynika trzeci (też, do pewnego stopnia, gienetyczny) sposób 
określenia kąta dwuściennego: „nazywamy dwuścianem zbiór 
wszystkichpółpłaszczyzn,rzutującychzjednej osipunk- 
ty jakiegokolwiek odcinka 4B“. 

W takim razie, uporządkowanie naturalne płaszczyzn 
w dwuścianie lub w pęku wypadłoby oprzeć na uporządkowaniu prostej 
i wypowiedzieć następujący postulat: 

VIc. Każda półpłaszczyzna, należąca do dwuścianu 
ap, przecina w jednym punkcie każdy odcinek, którego 
końce leżą odpowiednio na ścianach ai$. 

Trzy wskazane przez nas drogi są równej wartości. Na każdej natra- 
fiamy na postulat, którego rolę można jasno określić, mówiąc, że ogra- 
nicza on wymiary przestrzeni do trzech. Za pomocą tego 
właśnie postulatu dowodzimy twierdzenia, że dwie płaszczyzny, ma- 
jące jeden punkt spólny, mają jedną prostą spólną. Za 
pośrednictwem tego twierdzenia fakt trójwymiarowości przestrzeni przeni- 
ka do naszych dedukcji gieometrycznych. 

Gdybyśmy, odwrotnie, uznali to twierdzenie za pierwotne, moglibyś- 
my dowieść wszystkich trzech powyższych postulatów, wysnuwając je 
z własności kątów płaskich, które powstają przez przecięcie dwuścianu. 
W ten sposób z naszego twierdzenia moglibyśmy otrzymać wszystkie trzy 
rodzaje rozważań, zależnych od tych trzech postulatów. 

W tym celu wypadłoby dowieść, że każda płaszczyzna, nie przecho- 
dząca przez krawędź dwuścianu, lecz mająca z tą krawędzią jeden punkt 
spólny, przecina wszystkie półpłaszczyzny tego dwuścianu według promie- 
ni, należących do jednego kąta płaskiego. 
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Należy jeszcze zauważyć, że w systemie gieometrycznym Pascha 
podstawowa własność przestrzeni zawiera się w postulacie 11 (porów. $ 31). 
Na mocy tego postulatu można dowieść, że dwie płaszczyzny, mające spól- 
ny punkt, mają spólnę prostą. 


O podziale przestrzeni. 


42. Podziały przestrzeni, wyznaczone przez dwie (lub więcej) płasz- 
czyzny czy półpłaszczyzny, prowadzą do takich samych badań, jak i po- 
działy płaszczyzny zapomocą prostych. Możemy tedy poprzestać na na- 
szkicowaniu kilku uwag. 

Rozumowanie, podobne do podanego w $ 28-ym, prowadzi do twier- 
dzenia: dwuścian dzieli przestrzeń na takie dwie części, 
żeodcinek, który łączy dwa dowolne punkty (byle nie leżą- 
ce na prostej, przecinającej krawędź dwuścianu) 

przecina jedną tylko ścianę, jeżeli końce jego 
znajdują się w różnych częściach -prze- 
strzeni, 

przecina obie ściany albo nie przecina żadnej, 
jeżeli końce jego leżą wtej samej części prze- 
strzeni. 

Jedną z tych części przestrzeni jest wycinek bryłowy (wypukły), od- 
powiadający danemu kątowi dwuściennemu. Drugą część można nazwać 
wycinkiem wklęsłym i wysnuć stąd określenie dwuścianu wklęsłe- 
go, mającego spólne ściany z danym dwuścianem wypukłym. 

Analogiczne badania przeprowadzić można nad trójścian em (ką- 
tem trójściennym). Określamy go, jak wiadomo, jako figurę, utworzoną 
przez trzy promienie (krawędzie) a, b, c, wychodzące z jednego punktu 
O, i przez trzy kąty płaskie (ściany) <ab, xbc, ca. Kątami dwu- 
ściennemi trójścianu nazywamy trzy dwuściany, wyznaczone przez 
płaszczyzny ab, bc, ca, parami wzięte, poczym możemy dowieść (porów. 
$ 35), że punkt, leżący wewnątrz dwuch kątów dwuścien- 
nych trójścianu, leży również wewnątrz trzeciego. 

Punktami wewnętrznemi trójścianu nazywamy punkty, leżące 
wewnątrz wszystkich trzech jego kątów dwuściennych. Zbiór wszystkich 
wewnętrznych punktów trójścianu nazywamy jego bryłą; punkty, nie 
należące do bryły, nazwać możemy zewnętrznemi względem trójścianu. 

Bryłę trójścianu otrzymujemy przez skrzyżowanie trzech półprze- 
strzeni, wyznaczonych przez jego ściany i zawierających „jego punkty we- 
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wnętrzne. Zbiór wszystkich punktów zewnętrznych otrzymujemy przez ze- 
stawienie przeciwległych półprzestrzeni. 

Trójścian dzieli przestrzeń na dwie części, które możemy scha- 
rakteryzować w znany sposób: dwa punkty, nie leżące na prostej prze- 
cinającej krawędź trójścianu, wyznaczają odcinek, który przecina jedną 
ścianę, jeśli jego końce leżą w różnych częściach przestrzeni, nie przecina 
zaś żadnej lub przecina dwie, jeśli jego końce leżą w tej samej części 
przestrzeni. 

Wszystkie te własności dadzą się łatwo uogólnić dla kąta wypukłe- 
go wielościennego (bryłowego) o dowolnej liczbie krawędzi, czyli dla fi- 
gury, utworzonej przez n promieni ay, ay, ay, ... An, wychodzących z jedne- 
go punktu O, i przez n kątów płaskich (ścian) <a;a;,, X<aya;, ... <a, Am 
<aua;. Musimy tylko wprowadzić warunek ograniczający, mianowicie: że 
z jednej strony każdej z płaszczyzn ajd, asa;, ... ay _1a„ znajdują się n—2 
krawędzie, które na niej nie leżą. 

Uwagi analogiczne do poprzednich można wypowiedzieć o wielo- 
ścianie, który określamy jako figurę, utworzoną przez kilka wielokątów 
(ścian) leżących w różnych płaszczyznach i takich, że każdy bok jest 
spólny dwom wielokątom. Wprowadzamy tylko warunek ograniczający: 
z jednej strony każdej płaszczyzny, na której leży ściana wielościanu, po- 
winny znajdować się wszystkie pozostałe jego ściany. 

Zapomocą indukcji zupełnej dowodzimy, że jeśli mamy dany wielo- 
ścian o n wierzchołkach, wówczas każdy punkt, leżący wewnątrz n—1 
jego kątów bryłowych, leży również wewnątrz n-tego kąta. Tą drogą do- 
chodzimy do określenia bryły wielościanu. Możemy ją uważać za 
powstałą ze skrzyżowania półprzestrzeni, wyznaczonych przez jego ściany 
i zawierających jego punkty wewnętrzne. 

O ile z określenia kąta wielościennego usuniemy warunek, dotyczą- 
cy położenia jego krawędzi względem każdej ze ścian, otrzymamy kąty 
bryłowe wklęsłe, które mogą być związane i niezwiązane. 
Tak samo, usuwając analogiczny warunek z określenia wielościanu, otrzy- 
mamy wielościany wklęsłe, z których każdy musi mieć conajmniej 
jeden kąt bryłowy wklęsły. 

Zarówno kąt bryłowy wklęsły, jak wielościan wklęsły wyznaczają 
podział przestrzeni na dwie części, mamy tu jednak daleko więcej róż- 
nych możliwych położeń dwuch punktów względem kąta lub wielościanu, 
niż mieliśmy w przypadku figur wypukłych. Mianowicie, o ile dwa punk- 
ty nie leżą na prostej przecinającej krawędź, wówczas łączący je odcinek 
przecina ściany parzystą lub nieparzystą liczbę razy, zależnie od tego, czy 
dwa końce jego leżą w tej samej części przestrzeni czy w różnych czę- 
ściach. I tu uważamy zero za liczbę parzystą. 


Zagadnienia gieom. 6 
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Bryłę czy to wielościanu wklęsłego, czy kąta bryłowego wklęsłego 
możemy określić jako zestawienie brył wypukłych wielościanów lub ką- 
tów wielościennych. Można jednak określenie tej bryły otrzymać bezpo- 
średnio, jeśli niektóre półprzestrzenie, wyznaczone przez ściany, skrzyżu- 
jemy, inne zaś zestawimy. W takim razie część zewnętrzną przestrzeni 
otrzymamy, łącząc w odwrotny sposób półprzestrzenie, przeciwległe po- 
przednim. 

Uwaga. Snując dalej analogje z wielokątami, można rozważać kąty 
bryłowe i wielościany o ścianach walcowych, stożkowych lub kulistych. 
Znane są przykłady takich figur, jako to czasza kulista, wycinek 
kuli it. p. Z rozważania takich figur i odpowiadających im podziałów 
przestrzeni wynika mnóstwo zagadnień, ważnych dla rozwoju gieometrji 
elementarnej *). 

Nie możemy się tu wdawać w szczegóły, zwracamy więc tylko uwa- 
gę czytelnika na te zagadnienia, podkreślając przytym, że rozwiązanie ich 
wymaga metod, przekraczających ramy tradycyjnej gieometrji elementar- 
nej. Istotnie, płaszczyzny, walce, stożki i kule tylko w wyjątkowych ra- 
zach przecinają się według prostych i okręgów kół, w ogólności zaś po- 
wstają przy takim przecięciu wyższe krzywe (stożkowe, krzywe sze- 
ścienne skośne, krzywe skośne rzędu czwartego) Pod tym 
względem zagadnienia te różnią się zasadniczo od analogicznych zagad- 
nień, dotyczących wielokątów płaskich o bokach, utworzonych przez łu- 
ki kół. 


Zwroty śrubowe w przestrzeni. 


48. Wspomnieliśmy już o dwuch zwrotach naturalnych, według 
których mogą być uporządkowane półpłaszczyzny w dwuścianie. Odpo- 
wiadają one dwom zwrotom każdego odcinka, którego końce leżą na 
dwuch ścianach dwuścianu, lub też dwom zwrotom każdego kąta płas- 
kiego, który otrzymujemy, przecinając dwuścian płaszczyzną, nie przecho- 
dzącą przez jego krawędź. 

Lecz między przestrzenią a płaszczyzną taka zachodzi różnica, że 
dwa zwroty dwuścianu (lub pęku płaszczyzn, do którego on należy) nie 
różnią się między sobą ze względu na ruchy, gdyż dwuścian jest odwra- 


*) Porów. I wydanie dzieła: Enriquese Amaldi Elementi di Geometria. 
Spożytkowaliśmy tam wielościany o ścianach krzywych przy porównywaniu brył 
walca, stożka i kuli z bryłami wielościanów o ścianach płaskich. 
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calny. Innemi słowami: pomimo zamiany ścian w dwuścianie, można go 
doprowadzić do przystania z samym sobą. 

Chcąc istotnie rozróżnić dwa zwroty dwuścianu, musimy z każdym 
z nich skojarzyć inny zwrot krawędzi. Stąd powstają dwa zwroty śru- 
bowe w przestrzeni, albo, co na jedno wychodzi, dwa zwroty obro- 
towe w trójścianie lub w wiązce płaszczyzn. 

Przy gienetycznym traktowaniu dwuścianu, pojęcie zwrotów śrubo- 
wych otrzymujemy bezpośrednio z układu kołowego w pęku. W takim 
razie sąd o zgodności lub niezgodności dwuch zwrotów opieramy na włas- 
nościach rzutowych tego układu kołowego. Stanowisko to poraz pierw- 
szy ściśle uzasadnił Veronese w swych Fondamenti di Geometria. U V e- 
ronesego znajdzie czytelnik szczegółowe rozważania, dotyczące tej 
kwestji *). 

Natomiast ze stanowiska aktualnego można rozwinąć teorję zwro- 
tów w przestrzeni w sposób analogiczny do tego, który wskazaliśmy po- 
przednio dla zwrotów na płaszczyźnie. Wykład taki byłby nieco rozwlekły, 
wobec czego poprzestaniemy na tej wskazówce**). Na zakończenie zau- 
ważmy, że przez wprowadzenie zwrotów śrubowych można rozróżnić fi- 
gury przestrzenne równe wprost (przystające) od równych przez 
odwrócenie (symetrycznych) ***). 


*) Str. 412, 443. Porów. też pracę Beppo Levi'ego, cytowana na str. 62. 
**) Schemat takiego wykładu znajdzie czytelnik w I wydaniu dzieła: E n- 
riquese Amaldi Elementi di Geometria. 
***) Porów. cytowaną na str. 62 pracę Beppo Levi'ego. 
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O równości figur i o ruchu 
napisał 


Alfredo Guarducci z Prato. 


1. Wykład Euklidesa. Euklides nie odróżnia przystawania 
figur (równości co do kształtu) od równoważności (równości pod 
względem wielkości). Pod nazwą równości bada Euklides stosunki, do- 
tyczące wielkości; poza tym poprzestaje na stwierdzaniu równości odcin- 
ków i kątów, która cechuje przystawanie wielokątów. 

Chcąc wyodrębnić z „Elementów“ część teorji równości, dotyczą- 
cą przystawania, zbadamy treść głównych twierdzeń księgi I-ej, w któ- 
rych mowa o trójkątach. Pomijając podrzędne konstrukcje, możemy po- 
dzielić te twierdzenia na dwie grupy. 

I grupa, której zadanie zbadamy później, składa się z twierdzeń: 
1,2i3; 

II grupa składa się z twierdzeń: 4, 5, 6, 7, 8, 16 i 26. 

Do tych dwuch grup twierdzeń można jeszcze dodać trzecią, utwo- 
rzoną z twierdzeń: 11, 12, 13, 14 i 15. 

W Il-iej grupie znajdujemy trzy podstawowe cechy równości trój- 
kątów: 

trójkąty, mające po dwa boki odpowiednio równe i po równym ką- 
cie, między niemi zawartym (tw. 4); 

trójkąty, mające wszystkie boki odpowiednio równe (tw. 8); 

trójkąty, mające po dwa kąty odpowiednio równe i po jednym rów- 
nym boku (tw. 26). 

Twierdzenia 4-go dowodzi Euklides zapomocą nakładania, a więc 
ruchu figur. W następnym twierdzeniu dowodzi on równości kątów przy 
podstawie trójkąta równoramiennego. Niech będzie dany trójkąt ABC, 
w którym AB=AC. Na przedłużeniu boku AB obierzmy dowolny punkt D 
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i odłóżmy odcinek AF=4AD (tw. 3). Wówczas A CAD = A BAE, DC=EB, 
xDCA=<x<EBA, x ADC=x AEB. Stąd wynika, że A DCB=AEBC, 
x DCB = x EBC i = DBC= x ECB. Przez odejmowanie równości 
xABE=<A0D i xCBE=<x<BOD, otrzymujemy, że <ABC= x ACB. 


Rys. 19. Rys. 20. 


Twierdzenie 6-te jest odwróceniem poprzedniego. Euklides dowodzi 
go przez sprowadzenie do niedorzeczności. Niech w trójkącie ABC (rys. 20) 
dwa kąty będą równe, np. <4BC=<xACB; przypuśćmy, jeśli to możli- 
we, że AB>AC. Odkładając (tw. 3) odcinek BD=AC, dochodzimy do 
wniosku, że trójkąt ABC równa się swojej części, mianowicie trójkąto- 
wi DBC. 

Opierając się na tym, że w trójkącie równoramiennym kąty przy 
podstawie są równe, i stosując sposób sprowadzania do niedorzeczności, 
dowodzi Euklides w tw. 7-ym, że na jednej podstawie i z jednej jej 
strony niepodobna zbudować dwuch różnych trójkątów, których boki, 
schodzące się w tych samych końcach podstawy, byłyby równe. 

W następnym twierdzeniu ucieka się on znów do nakładania figur 
przez ruch i, stosując sprowadzenie do niedorzeczności, dowodzi drugiej 
cechy równości trójkątów (gdy wszystkie boki są odpowiednio równe). 

Trzecia cecha równości (gdy równe są dwa kąty i bok) podana zo- 
stała w całej ogólności w tw. 26-ym. Rozważa tu Euklides dwa przy- 
padki: 1) gdy odpowiednio równe kąty są przyległe do równego boku, 
i 2) gdy jeden z tych kątów jest przeciwległy temu bokowi. 

W pierwszym przypadku załóżmy, (rys. 21), że BC= EF, x ABC = x DEF, 
xA40B=x<DFE. Gdyby było AB>DE, moglibyśmy odłożyć (na mocy 
tw. 3-go) BH = ED i mielibyśmy (tw. 4-te) A HBC= A DEF, <HCB= <DFFE, 
wobec czego x AB równałby się swej części, mianowicie kątowi < HCB. 
Stąd wnosimy, że AB=DE, i otrzymujemy twierdzenie o równości trój- 
kątów. 

W drugim przypadku zakładamy, że BC=EF, <ABC=< DEF, 
%<BAC=<x<EDF; poczym rozumujemy podobnie jak w poprzednim dowo- 
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dzie. Jeżeli, mianowicie, przypuścimy, że 4B>DE, wówczas musi być 
x BH(=<BAQ, co przeczy twierdzeniu 16-mu. 

O podstawach, na których się te dowody opierają, pomówimy póź- 
niej; na razie wskażemy tylko, w jaki sposób, pozostając na tym samym 
gruncie, na którym stoi Euklides, można inaczej uzasadnić teorję rów- 
ności figur. 

1. Równość kątów przy podstawie trójkąta równoramiennego moż- 
na uważać za wniosek z tw. 4-go, biorąc pod uwagę dwa (nałożone na 
siebie) trójkąty: ABAC i ACAB (rys. 19). 


B c £ P 
Rys. 21. 


2. Pierwszej części trzeciej cechy równości trójkątów (gdy równe 
są odpowiednio dwa kąty i bok między niemi zawarty) można dowieść 
przez nakładanie, a stąd otrzymać tw. 6-te. 

3. Drugiej cechy równości (tw. 8-e) można dowieść przez sprowa- 
dzenie do niedorzeczności, opierając się na nierówności, podanej u Eu- 
klidesa w tw. 24-ym*). W tym celu należy tylko założyć możność 
przenoszenia kątów (Euklides wykonywa to przenoszenie konstrukcyjnie 
w tw. 23-im). 

Co się tyczy zasad, na których się opiera Euklides, to możemy 
zauważyć co następuje: 

1. Zasadą nakładalności posługuje się Euklides dylko przy do- 
wodzie dwuch pierwszych cech równości (księga I, tw. 4-te i 8-e) oraz 
przy dowodzie równości dwuch odcinków kołowych podobnych **), zbu- 
dowanych na równych odcinkach prostej (księga III, tw. 24). Do tej za- 
sady wypadłoby również odwołać się przy dowodzeniu tw. 13-go**), 


*) Twierdzenie 24-te brzmi: jeżeli dwa boki jednego trójkąta równają się 
dwom bokom drugiego, lecz jedenz kątów zawartych między równemi bokami 
jest większy, wówczas w trójkącie tym podstawa jest większa. 

*) t. j. odpowiadających równym kątom środkowym. 

***) Twierdzenie 13-te księgi I brzmi: Jeżeli prosta, wystawiona na drugiej 
prostej, tworzy z nią kąty, kąty te muszą być albo oba proste, albo suma ich musi 
równać się dwom kątom prostym. 
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gdybyśmy chcieli uzasadnić równość kątów prostych, którą Euklides za- 
kłada jako postulat. 

2. Twierdzenie 1, 2 i 5-ie księgi I zawierają niezupełnie udatną 
próbę pozbycia się pojęcia ruchu. Mianowicie Euklides sprowadza stosu- 
nek równości dwuch odcinków do przypadku, gdy mają one spólny ko- 
niec, i przenoszenie odcinków zastępuje konstrukcją, t. j. przecięcia- 
mi kół i prostych. 

Musimy tu wskazać jedną jeszcze cechę równości trójkątów, której 
Euklides nie podaje, przynajmniej w postaci ogólnej: 

„Dwa trójkąty są równe, jeżeli mają po dwa boki odpowiednio rów- 
ne i po równym kącie, przeciwległym większemu z tych boków“. 

Twierdzenia dowodzimy z łatwością, stosując sprowadzenie do nie- 
dorzeczności i powołując się na pierwszą cechę równości oraz na to, że 
kąt zewnętrzny trójkąta jest większy od każdego z wewnętrznych nieprzy- 
ległych (księga I, tw. 16). Wypływają stąd bezpośrednio następujące 
wnioski: 

a) dwa trójkąty prostokątne są równe, jeżeli przeciwprostokątna 
i przyprostokątna jednego równają się odpowiednio przeciwprostokątnej 
i przyprostokątnej drugiego *); 

b) dwa trójkąty rozwartokątne są równe, jeżeli kąt rozwarty, bok 
temu kątowi przeciwległy i jeden z pozostałych boków jednego trójkąta, 
równają się odpowiednio kątowi rozwartemu, przeciwległemu bokowi 
i jednemu z pozostałych boków drugiego trójkąta. 

To drugie twierdzenie nie będzie wogóle słuszne, jeżeli w jego wy- 
słowieniu zastąpimy kąt rozwarty przez ostry. Wystarczy jednak dodać 
pewien warunek, dotyczący kątów przeciwległych drugiej parze równych 
boków, aby otrzymać nowe ogólne twierdzenie. Twierdzenie to, słuszne 
również dla trójkątów ostrokątnych, daje się dowieść w taki sam sposób, 
jak poprzednie. Brzmi ono: „dwa trójkąty są równe, jeżeli dwa boki i kąt, 
przeciwległy jednemu z nich w pierwszym trójkącie, równają się odpo- 
wiednio dwom bokom i katowi, przeciwległemu jednemu z tych boków 
w drugim trójkącie, i jeżeli te kąty są jednocześnie w obu trójkątach 
albo ostre, albo proste, albo rozwarte*. 

$ 2. Znaczenie równości figur. Zaznaczyliśmy poprzednio, że au- 
tor „Elementów* próbował usunąć pojęcia ruchu za pomocą twierdzeń 
1, 2 i 3-go. Świadczy to, że zdawał on sobie sprawę, iż uciekanie się do 


*) Dowodząc twierdzenia 14-go w księdze III, Euklides ma sposobność 
ustalenia tego twierdzenia; dowodzi on równości pozostałych przekątnych, opie- 
rając się na teorji równości figur. 
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pojęcia nakładania figur przez ruch, jest rzeczą wadliwą. Ta wada mu- 
siała tym bardziej rzucać się w oczy, że Euklides, który uważał (bez 
wszelkich wyjaśnień) pojęcie równości za prosty związek logiczny, tkwiący 
w przedmiotach należących do kategorji wielkości, stosując to po- 
jęcie, związał je z czynnością fizyczną. 

Dodajmy, że ta czynność fizyczna (przenoszenie) nie należała 
do konstrukcji elementarnych, wykonywanych za pomocą najprostszych 
przyrządów, t. j. do konstrukcji, które Grecy zakładali jako podstawę ist- 
nienia figur *). 

W dalszym rozwoju krytycznym gieometrji dostrzeżono wyraźną 
różnicę między równością kształtu (przystawaniem) a równością co do 
wielkości (równoważnością) i natychmiast ujawniły się dwa zasadnicze 
kierunki w traktowaniu równości. Oba te kierunki dadzą się nawiązać 
do poglądów Euklidesa. 

Jeden z tych kierunków uważa równość (przystawanie) za prosty 
stosunek logiczny, drugi widzi w niej związek fizyczny, któ- 
rego źródłem ruch ciał sztywnych. 

Najezystszym wyrazem pierwszego kierunku jest pogląd, który utoż- 
samia równość z tożsamością. Według tego poglądu dwie figury gieo- 
, metryczne są równe, jeżeli o jednej z nich możemy powiedzieć to wszyst- 
ko, co mówimy o drugiej. Innemi słowy, równość polega na tym, że 
wszystkie własności figury Á są zarazem własnościami figury A, i od- 
wrotnie. 

Niektórzy, np. Stolz, powiadają na to, że dwie figury gieometrycz- 
nie równe uważamy za leżące w przestrzeni; otóż mają one różne włas- 
ności w związku ze swym różnym położeniem w tej przestrzeni i pod tym 
względem różnią się zasadniczo od jednej figury. Powyższe określenie 
byłoby niesłuszne i wtedy, gdybyśmy chcieli je ograniczyć do tożsamości 
wewnętrznych własności figur, nie wiedzielibyśmy bowiem, jak od- 
różnić równość od podobieństwa. 

Określenie, przypisujące równości charakter prostego stosunku lo- 
gicznego, nie nie jest warte. Widać to chociażby z tego, że w każdym po- 
szczególnym przypadku musimy do określenia dodawać pojęcie jakiejś 
cechy realnej, któraby dała możność konkretnego rozpoznania równości 
figur. 

Powyższe uwagi znajdują swe uzupełnienie w nowożytnej krytyce 
logicznej ogólnego znaczenia stosunku równości. 


*) H.G. Zeuthen. Die geometrische Konstruktionen als Existenzbeweis in 
der antiken Geometrie. Mathematische Annalen 1896, 
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Według tej krytyki, równość dwuch przedmiotów 4, B oznacza, że 
zostały one połączone w jedną klasę (4, B, ...), dla której zbudowa- 
liśmy oderwane pojęcie O (=A albo B, albo ...). Powiedzieć, że A równa 
się B, jest to poprostu twierdzić, że „Ai B dadzą się zastąpić jedno przez 
drugie ze względu na pojęcie O“ *). 

Tak więc równość ma zawsze znaczenie względne, mianowicie w od- 
niesieniu do pewnego połączenia i do aktu odrywania, które uważamy 
za dokonane. Mówimy np. 


Tytus=Kajusz, jako ludzie, 
albo człowiek=pies, jako zwierzęta. 


Wynika stąd, że każda równość jest stosunkiem, posiadającym pew- 
ne własności formalne (które Peano nazywa zwrotną, symetrycz- 
ną i przechodnią**), a zarazem mającym znaczenie fizyczne. Znacze- 
nie to określamy, podając warunki, na których łączymy w jedną klasę 
przedmioty, uważane za równe. 

W szczególności równość gieometryczna posiada sens fizyczny, wy- 
nikający z podobieństwa czuć, których doznaje obserwator przy różnych 
możliwych położeniach pewnych przedmiotów. Innemi słowy, równość 
jest wyznaczona fizycznie przez niezmienność przy ruchu ciał sztywnych. 
Ten punkt widzenia, odpowiadający drugiemu z powyżej wymienionych 
kierunków, znalazł wybitnego przedstawiciela w osobie Helmholtza. 

§ 3. Analiza logiczna pojęcia ruchu. Pozostaje do zbadania, w jaki 
sposób powyższe spostrzeżenia można zużytkować do ścisłego wykładu 
gieometrycznej teorji równości. 

Niektórzy słynni matematycy (np. Hoüel, De Paolis i inni), po- 
wołując się na autorytet Helmholtza, utrzymywali, że należy określać 
figury równe, albo przystające jako takie, które przez ruch dadzą 
się nałożyć na siebie, przyczym należy wyraźnie postulować, że 


*) To znaczenie równości wynika pośrednio z analizy t. zw. określeń 
przez odrywanie Grassmanna, Helmholtza, Peano, Vailati'ego. W określe- 
niach tych wyznaczamy pojęcie oderwane (np. temperaturę, kierunek, wartość 
i t. p.), ustalając, jakie przedmioty będziemy uważali za równe ze względu na to 
pojęcie, czyli ustalamy znaczenie wyrazów: „ciała o równej ciepłocie*, „proste 
o równym kierunku*, „towary równej wartości*. W rozdziale 3-im dzieła F. En- 
riques. Problemi della Scienza. Bologna, Zanichelli 1910, znajdzie czytelnik stu- 
djum nad zagadnieniami logicznemi i psychologicznemi, które pozostają w związ- 
ku z pojęciem równości (szczególnie ze stosunkiem jego własności formalnych do 
zasad i pewników logiki). 

**) Są to własności następujące: x=x; jeżeli c=y, to y=u; jeżeli x=y oraz 
Yy=z, to c=z [przyp. tłum.]. 
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„możemy poruszać figury gieometryczne tak, by doprowadzić do wyzna- 
czonego zgóry położenia jeden oznaczony punkt figury, jedną oznaczoną 
prostą przechodzącą przez ten punkt i t. d.“. 

Taki sposób wykładu jest dydaktycznie dość prosty, nie można go 
jednak uważać za odpowiadający wymaganiom logicznego uzasadnienia 
gieometrji. Istotnie, wprowadzamy do wykładu ruch gieometryczny jako 
pojęcie pierwotne; otóż w ścisłym wykładzie ruch ten nie może figurować 
między postulatami, dopóki nie zanalizujemy go na elementy tak, żeby 
*' wszystkie hipotezy, jakie o nim zakładamy, miały sens formalny i żebyś- 
my w dalszych rozważaniach nie potrzebowali uciekać się do mniej lub 
więcej ukrytej interpretacji faktycznych lub idealizowanych doświadczeń 
fizycznych. 

Taką analizę pojęcia ruchu zapoczątkował sam Helmholtz, do- 
konał zaś jej S. Lie. Dzięki jego pracom znamy dokładnie treść logiczną 
postulatów, odnoszących się do ruchu gieometrycznego. Podamy tylko 
wyniki tych badań. 

Jeżeli myślimy o figurze idealnie rozciągłej i uważamy ją za sztyw- 
ną, wówczas ruch jej wyznacza w przestrzeni (lub w pewnym obszarze 
przestrzeni) przekształcenie albo odpowiedniość punktową 
jednojednoznaczną. 

Różne możliwe ruchy tworzą układ przekształceń, który nazywamy 
grupą z powodu tego, że przysługują mu następujące własności: 

1) jeżeli wykonamy dwa przekształcenia ruchowe, otrzymamy prze- 
kształcenie ruchowe (złożone z tamtych dwuch); zowiemy je iloczy- 
nem dwuch pierwszych przekształceń; 

2) dla każdego przekształcenia ruchowego istnieje przekształcenie 
odwrotne. ; 

Pozostaje tylko uczynić założenie co do stopnia swobody, który przy- 
pisujemy ruchowi przy przekształcaniu figur. Helmholtz i Lie nie po- 
sługują się prostemi pojęciami prostej i płaszczyzny, lecz, przeciwnie, do- 
piero później określają te pojęcia i dowodzą za pomocą analizy wyższej, 
że na ich założeniach można zbudować cały gmach gieometrji. 

Całe to zagadnienie da się łatwo rozwiązać w sposób elementarny, 
jeżeli przyjmiemy, jako dane, pojęcia prostej i płaszczyzny. W takim ra- 
zie wypadnie założyć następujące postulaty: 

1) ruchy przestrzeni są przekształceniami punktowemi» 
tworzącemi grupę; 

2) ruch przestrzeni przekształca każdą prostą na prostą, a więc każ- 
dą płaszczyznę na płaszczyznę; 

3) istnieje ruch, przy którym punktowi A odpowiada dowolnie 
zadany punkt 4', półprostej a, wychodzącej z punktu 4, odpowiada pół- 
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prosta a' wychodząca z A’, półpłaszczyźnie a, której krawędzią jest a, od- 
powiada półpłaszczyzna ø’, której krawędzią jest a'; 

4) jeżeli przy jakimś ruchu pozostają nieruchome trzy punkty nie 
leżące na jednej prostej, wówczas wszystkie punkty pozostają nieruchome, 
czyli ruch jest zerowy, lub inaczej: ruch sprowadza się wówczas do 
przekształcenia tożsamego. 

Rzecz jasna, że powyższe postulaty zawierają wszystkie założenia, 
niezbędne do ugruntowania euklidesowej teorji równości, o ile przyjmie- 
my następujące 

Określenie: dwie figury są równe (albo przystające), jeżeli 
jedna daje się przekształcić na drugą zapomocą ruchu. 

Uwaga. Euklidesową teorję równości rozważaliśmy dotąd niezależ- 
nie od postulatu o równoległych. Jeżeli postulat ten założymy odrazu na 
początku wykładu, mamy wówczas, prócz grupy ruchów, podgrupę 
przesunięć, której cechę stanowi przemienność. Wskutek tego 
możemy z łatwością określić prostą i oprzeć na tym gmach gieometrji. 


$ 4. Równość jako pojęcie pierwotne. Mówiliśmy o kierunku ba- 
dań, który się opiera na analizie logicznej pojęcia ruchu. Obok tego ist- 
nieje inny, równie uprawniony sposób uzasadnienia teorji równości gieo- 
metrycznej. Możemy mianowicie pojęcie równości figur wogóle lub rów- 
ności pewnych elementarnych figur uznać za pojęcie pierwotne (t. į. przy- 
jąć je bez określenia). W takim razie wypadnie wyrazić analitycznie, za- 
pomocą odpowiednich postulatów własności tego stosunku równości (oczy- 
wiście, wyabstrahowane z jego znaczenia fizycznego). Postulaty te scha- 
rakteryzują nam zarazem równość ze względu na sposób jej traktowania 
w gieometrji. 

Do tego kierunku należą trzy sposoby uzasadnienia teorji równości, 
z których chcemy zdać sprawę. Są to sposoby: Pascha*), Veronese- 
orrir Hilberta: 

§ 5. Układ postulatów Pascha. Pasch uważa za dane pojęcie 
równości (lub przystawania) dowolnych figur, złożonych ze 
skończonej liczby punktów 4, B, ©, ... oraz A’, B,C',... Związek ten mię- 
dzy dwoma figurami można oznaczyć symbolem 


ABC .. =A'B'C'.. 


') Pasch. Vorlesungen über neuere Geometrie. II Aufl. Leipzig 1912. 


“) Veronese. Fondamenti di Geometria. Padova, 1891 i Elementi di Geo- 
metria. Padova 1891 i 1904. 


"') Hilbert. Grundlagen der Geometrie. III Aufl. Leipzig 1909. 
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Następujące postulaty odtwarzają zasadniczą treść postulatów Pa - 
scha, różniąc się od nich tylko cokolwiek pod względem wysłowienia 
i porządku: 

1) każda figura równa się sobie samej; 

2) jeżeli jakaś figura równa się innej figurze, wówczas ta druga 
równa się pierwszej; 

3) dwie figury równe trzeciej są sobie równe; 

4) figury AB i BA są sobie równe; © 

5) jeżeli AB= AC, wówczas figury BAC i CAB są sobie równe; 

6) jeżeli mamy trzy punkty 4, B, C takie, że Č należy do odcinka 
AB, figury zaś ABC i A'B'C' są sobie równe, wówczas punkt C należy 
do odcinka A'B'; 

7) jeżeli dwie figury ABOD .. i A BCD"... są sobie równe, możemy 
pomyśleć taką odpowiedniość między ich punktami, że figury, utwo- 
rzone przez grupy punktów odpowiednich, będą równe sobie; 

8) jeżeli mamy dwie figury równe F i F’ i do jednej z nich doda- 
my jakiś punkt P, wówczas do drugiej możemy dodać taki punkt P', 
żeby dwie nowe figury, które w ten sposób powstaną, były równe 304 
W szczególności: 

9) na prostej a' można wyznaczyć z jednej strony punktu A’ jeden 
i tylko jeden taki punkt B’, żeby było A'B’ = AB; 

10) jeżeli mamy trzy punkty A, B, C, nie leżące na jednej prostej, 
oraz dwa takie punkty A,B”, że A'B' = AB, wówczas na każdej płasz- 
czyźnie, przechodzącej przez prostą Ą'B', możemy z jednej strony tej 
prostej wyznaczyć jeden i tylko jeden punkt Č taki, żeby było 
ABC=A'BC'; 

11) jeżeli mamy cztery punkty 4, B, C, D nie leżące w jednej płasz- 
czyźnie, wówczas niema punktu X różnego od D, dla którego mielibyśmy 


ABCX=ABQD, 


albo innemi słowami: jeżeli mamy A B'0' = ABC, wówczas możemy zna- 
leźć jeden i tylko jeden punkt D taki, że 


A'B'C'D' = ABCD . 


Chcąc pokazać, w jaki sposób można na tych postulatach oprzeć 
zwykłą teorję równości figur, zaczniemy od określenia równości odcinków 
i kątów. 

Dwa odcinki AB, CDnazwiemy równemi, jeżeli równe 
są pary punktów ABi CD. 

Co się tyczy kątów, musimy uczynić najpierw następującą uwagę. 

Niech będzie (ab) kąt z wierzchołkiem w punkcie O, punkt zaś o' 
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niech będzie dowolnym punktem na prostej a'. Na promieniach a, b obie- 
ramy odpowiednio punkty 4, B, na prostej zaś a” obieramy taki punkt A’, 
by było O'A'=0A; następnie wyznaczamy (postulat 10-ty) punkt B’ 
w taki sposób, by 

OAR =OAB . 


Punkt B' wyznacza nam promień O'B', który nazwiemy b’, oraz 
kąt (a'b) z wierzchołkiem w punkcie O”. Jeśli na ramionach a i a obie- 
"rzemy odpowiednio punkty Ci ©’ tak, by było OCHOC', na ramionach 
zaś b i b takie dwa punkty Di D”, żeby OD=O'D', wówczas łatwo 
dostrzec, że figury OCD i O'C'D' są sobie równe. Istotnie, z postulatu 
10-go wynika bezpośrednio, że do figury O'A'B można dołączyć takie 
dwa punkty X, Y, żeby było 


O'A' BXY = OABCD . 


Otóż z poprzednich postulatów wynika, że X musi leżeć na prostej 
O'A', punkt zaś Y—na prostej O'B'; dalej, mamy 0X=0C i O0OY=0D, 
skąd wypływa, że punkty X i Y są tożsame odpowiednio z punktami 
C, Pi że OED==00'D. 

Opierając się na powyższej uwadze, określimy równość dwuch ką- 
tów w następujący sposób: 

Niech będą (ab) i (a'b) dwa kąty o wierzchołkach O i0; 
na ich ramionach obieramy pary punktów A, B i A', P' tak, 
by było OA=O'4 i OB=OB; jeżeli wynika stąd, że 
OAB=O'A'B', wówczas kąty (ab) i (a'b') nazywamy równemi”). 

Stąd wynika bezpośrednio: 

a) w danej płaszczyźnie z jednej strony promienia a’ istnieje jeden 
i tylko jeden promień b” taki, że kąt (ab') równa się kątowi (ab). 

Równość czyli przystawalność dwu trójkątów możemy określić jako 
równość trójek ich wierzchołków, a stąd można otrzymać wniosek, że 
zarówno boki trójkątów (odcinki albo pary punktów), jak kąty są sobie 
równe. 

Stąd już łatwo otrzymać trzy podstawowe twierdzenia o równości 
trójkątów. 

Z podanego powyżej określenia równości kątów wynika odrazu, że 

I. Dwa trójkąty są sobie równe, jeżeli równe w nich 
są odpowiednio jeden kąt i dwa boki, przyległe do tego 
kąta. 

') W szczególności, jeżeli na ramionach a, b obierzemy punkty 4, B tak, 
by OA=0OB, wówczas z postulatu 5-go wynika odrazu odwracalność kąta (czyli 
własność, że X AOB= ©% BOA). 
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Dowiedziemy teraz, że 

I. Równe są dwa trójkąty, mające po równym boku 
ipo dwa kąty przyległe odpowiednio równe. 

Niech będą dane trójkąty ABC, ABC, w których AB=AB, 
x0C4B=<x(C'A'B, xCBA=<xC'BA'. Powiadam, że ABCE APU, 

Istotnie, ponieważ 4B=A'B', zatym w płaszczyźnie ABC z tej sa- 
mej strony prostej AB, z której leży punkt C, możemy wyznaczyć taki 
punkt C”, by było i 

AC" B= A'C'P'. 

Z równości tych dwu trójek punktów wynika równość kątów, wy- 
znaczonych przez te trójki. Opierając się na tym oraz na naszych założe- 
niach i na twierdzeniu «), wnosimy, że promienie AC”, BC” nie mogą 
być różne od promieni AC, BC i że zatym punkty Ci ©" są tym samym 
punktem. W ten sposób dowiedliśmy równości trójkątów A ABC 
AADC. 

II. Dwa trójkąty są równe, jeżeli boki jednego rów- 
nają sięodpowiednio bokom drugiego. 

Niech będą dane trójkąty ABC, A'BU', w których 

AB=4A'B, BC=BC', AC=AC'. 

Powiadam, że ABC=ABU. 


Istotnie, AB=A'B, zatym możemy w płaszczyźnie ABC dodać do 
AB punkt C”, który leży z tej samej strony AB, co i punkt C, przyczym 


ABC"=A'BC'. 
c 
c 
A B A B 
c' 
A B' 
Rys. 22. 


W takim razie, uwzględniając nasze założenia, będziemy mieli 
ACz=AC', BCE BCR 
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Ponieważ dalej (postulat 5-ty) 
CAC" = CAC , 


możemy więc do figury C”AC dodać punkt B” w taki sposób, że: będzie- 
my mieli 


m) C” ACB" = CAC"B . 


Może się zdarzyć, że na figurze CAC” punkty 4, B leżeć będą z jed- 
nej strony prostej CC”, mogą jednak leżeć z różnych stron tej prostej. 
Ponieważ jednak na figurze C”ACB” punkty 4, B” leżą w pierwszym 
przypadku również z jednej strony CC”, w drugim zas—z różnych stron 
CC”, zatym B i B” leżą zawsze z jednej strony prostej CC". 

Skądinąd wiemy (postulat 5-ty), że 


CBC"=C"BC , 
na mocy zaś związku m) mamy 
CBC"=C'B'C, 


zatym (postulat 2-gi) 
C"BC=C'B'C, 


t. j. punkty B i B" są tym samym punktem. Wobec tego związek m) 
przybiera postać 
C"ACB=CAC'B , 
skąd wynika, że 
ACB=AĆ'B . 


Zatym punkty C, C" są tym samym punktem i trójkąty są równe. 

Z powyższych twierdzeń łatwo można byłoby otrzymać twierdzenia 
o równości kątów przy podstawie trójkąta równoramiennego, o kącie ze- 
wnętrznym, o równości kątów wierzchołkowych, o równości wielokątów 
it. p. Sądzimy jednak, że podany przez nas szkic wystarczy, by czytel- 
nik zdał sobie sprawę z kierunku, do którego prowadzą postulaty Pa - 
scha. Przejdziemy tedy do zwięzłego wykładu metody Veronesego. 

$ 6. Układ Veronesego*). Za podstawową figurę gieometryczną, 
służącą do budowania wszystkich innych figur, uważa Veronese prostą. 
Jest to jedna z głównych zasad, na których oparł on swój system gieo- 
metrji. z 


*) Zdając sprawę z metody Veronesego, posługiwaliśmy się nie tylko 
jego działami: Fondamenti di Geometria i Elementi di Geometria, ale również arty- 
kułem: F. Palatini, 7 principi della Geometria esposti secondo il metodo di Vero- 
nese (Giornale di Battaglini, 1904, vol. 41). 
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Jako pojęcie pierwotne wprowadza on pojęcie równości odcin- 
ków. Następująca grupa postulatów dotyczy tego właśnie pojęcia: 

1) Każdy odcinek równa się sobie. 

2) Jeżeli jakiś odcinek równa się innemu odcinkowi, wówczas ten 
drugi równa się pierwszemu. 

3) Dwa odcinki równe trzeciemu są sobie równe. 

4) Żaden odcinek nie równa się swej części. 

5) Odcinek AB równa się odcinkowi odwróconemu BA. 

6) Jeżeli na prostej mamy dany punkt A oraz dowolny odcinek 
XY, wówczas na tej samej prostej istnieją z dwuch stron punktu A dwa 
odcinki AB, AC równe odcinkowi XY. ; 

Te postulaty wystarczają do określenia własności sumy, różnicy, wie- 
lokrotności odcinków. Jeżeli dołączymy do nich postulat o wyznaczeniu 
prostej przez dwa punkty oraz własności linjowe prostej (uporządkowa- 
nie i ciągłość) i postulat Archimedesa, wówczas, zdaniem Veronesego, 
scharakteryzują nam one prostą, uważaną w sobie. 

Założywszy istnienie punktów, nie leżących na prostej, wprowadza 
Veronese postulat: 

7) Na każdej prostej istnieje odcinek, równy jakiemukolwiek dane- 
mu odcinkowi. | 

Teraz można już podać ogólną definicję figur różnych. Zmieniając 
nieco specyficzną nomenklaturę Veronesego, możemy tę definicję wy- 
słowić tak: 

„Dwie figury nazywamy równemi, jeżeli każdemu punktowi jednej 
figury odpowiada jeden i tylko jeden punkt drugiej, a przytym odcinek, 
łączący dwa którekolwiek punkty pierwszej figury, równa się zawsze od- 
cinkowi, łączącemu odpowiednią parę punktów drugiej figury*. 

Z określenia tego wynika bezpośrednio, że każda figura równa się 
sobie, że dwie figury równe trzeciej równają się sobie, że wreszcie istnie- 
je nieskończenie wiele sposobów ustalenia równości dwu prostych, na 
których obraliśmy lub nie obraliśmy zwroty, przyczym dobór na tych 
dwu prostych punktów 4, 4', służących do ustalenia równości, jest rze- 
czą obojętną. 

W swym podręczniku Elementi di Geometria, badając dalsze związki 
między figurami równemi, obiera Veronese drogę, związaną z postula- 
tem euklidesowym o równoległych. Zakłada on postulaty, dotyczące od- 
wracalności w gieometrji euklidesowej pary prostych, symetrycznych 
względem punktu. Są to następujące postulaty: 

8) Figura, składająca się z dwu prostych r, s, przecinających się 
w punkcie O, równa się figurze, złożonej z tych samych dwu prostych, 
wziętych w porządku odwrotnym. 
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9) Jeżeli punkty A’, B', symetryczne względem O z punktami 4, B 
prostej r, leżą na prostej r, wówczas na r” leżą wszystkie punkty, syme- 
tryczne z punktami prostej r względem punktu O. Dwie te proste r, r są 
do siebie symetryczne względem środka każdego odcinka, łączącego do- 
wolny punkt pierwszej prostej z dowolnym punktem drugiej. 

Opierając się na tych postulatach (z których drugi zawiera, oczywi- 
ście, postulat Euklidesa o równoległych), możemy dowieść zasadniczej 
własności płaszczyzny, skoro tylko zbudowaliśmy samą płaszczyznę zapo- 
mocą rzutu środkowego (porówn. artykuł III). 

Otrzymujemy przytym na płaszczyźnie dwa rodzaje przekształceń 
przez równość, mianowicie: symetrję względem prostej i symetrję wzglę- 
dem punktu. Można powiedzieć, że wysnucie tych przekształceń z powyż- 
szych postulatów stanowi najważniejszy krok w systemie Veronesego. 
Istotnie, przez składania tych dwu symetrji ustalamy w całej ogólności 
ruchy płaszczyzny, czyli ustalamy nakładalność figur, na której opiera 
się pospolita teorja równości. 

W swych Fondamenti bada Veronese wogóle metodę budowania 
teorji równości przy różnych hipotezach, które otrzymujemy w razie od- 
rzucenia postulatu o równoległych (porówn. artykuł VIII niniejszego dzieła). 
Nie mamy już wtedy postulatu o prostych symetrycznych względem punktu, 
ale zato postulat odwracalności pary prostych możemy zastąpić innym, 
ogólniejszym. Możemy mianowicie powiedzieć: 

8a) Jeżeli AB=A'B', AC=AC' BC=BC'i jeżeli na promieniach 
AB, A'B’ obierzemy takie dwa punkty D, D', że 


AD=AD', 

na promieniach zaś AC, AC' takie dwa punkty Æ, F’, że 
AE=A'E' , 

wówczas musi być DE=D'E . 


Postulat ten sam przez się nie wystarcza do ogólnego dowodu pod- 
stawowej własności płaszczyzny, o którą właśnie chodzi Veronesemu. 
W tym celu należałoby przyjąć pewne dodatkowe hipotezy, nie możemy ich 
tu jednak roztrząsać, gdyż musielibyśmy przekroczyć ramy wykładu ele- 
mentarnego, na którym mamy zamiar poprzestać w tej książce. Zresztą 
całe to zagadnienie ma dla naszych celów znaczenie drugorzędne. 

Wobec tego sformułujemy poprostu odpowiednią własność w formie 
nowego postulatu i zbadamy, czy wszystkie te postulaty wystarczą do do- 
wiedzenia podstawowych twierdzeń o równości trójkątów, gdyby zaś nie 
wystarczały — co należy dodać do nich. W ten sposób będziemy mogli 


Zagadnienia gieom. 7, 


http://rcin.org.pl 


= "0OBĘ ŚĆ 


lepiej ocenić, jaką wartość ma podstawowy pomysł Veronesego dla 
teorji, która nas tu interesuje, niezależnie od innych punktów widzenia, 
charakterystycznych dla jego systemu. 


Postulat ten wypowiemy w następującej postaci: 


9a) Jeżeli na promieniach 04, OB obierzemy punkty A,B, wów- 
czas każdy promień, rzutujący z punktu O jakikolwiek punkt odcinka AB, 
musi przeciąć odcinek A'B’. 

Postulat ten prowadzi bezpośrednio do własności zasadniczej kąta 
> AOB, określonego jako zespół promieni, rzutujących z O punkty pro- 
mienia AB (lub A'B') (Porów. artykuł III). Równość dwuch par prostych 
OA, OB i O'A, O'B' musi być, w myśl ogólnej definicji, równoważna 
równości kątów x AOB i <Ą4'O'B'. 

Na mocy postulatu 8a dwa kąty <AOB i -<AO'B' równają się so- 
bie, jeżeli ze związków 0A=0'A', 0B=O'R' wynika związek AB=A'B.. 
W takim razie będziemy mieli również =<BA0=<BAO it. d. Jeśli 
weźmiemy pod uwagę promień OC, leżący wewnątrz kąta <AOB i prze- 
cinający AB w punkcie C, i jeżeli na A'B' obierzemy taki punkt C’, żeby 
było AC = ÆC, wówczas musi być również C(O=C'O', a więc 
x=A0C=x<AO'C', jak również xBOC=<BOC.. 

Zajmiemy się teraz ustaleniem twierdzeń o rów- 

ności trójkątów. 

_ Z postulatu 8a wynikają bezpośrednio dwa przy- 
padki równości trójkątów: jeden, gdy trójkąty mają po 
dwa boki równe i po równym kącie między temi bo- 

B 0. kami, i drugi, gdy mają one po trzy boki odpowied- 
nio równe. Pozostaje tedy do zbadania trzeci przy- 
padek: gdy trójkąty mają po dwa odpowiednio rów- 
ne kąty i po równym boku między temi kątami. Za- 
łóżmy, że w trójkątach <ABC i xABO' mamy 
AB=4'B, xBAC=<xB'A'C' i xABC=<AB'U.. 
B. œ Zastosujmy dowód przez sprowadzenie do niedorzecz- 
Rys. 23. ności. 

Przypuśćmy np., że B'C'>BC. Na B'O’ obierz- 
my taki punkt C}, by było B'C,=BC. Będzie wówczas 4C=4A'(;, wsku- 
~ tek czego musi być x BAC=x<B'A'(;,=xB'AC. 

W ten sposób otrzymujemy kąt równy swojej części. Taki przypa- 
dek nie wydaje się sprzecznym z naszemi założeniami, byle tylko A'C,=FA'©'. 
Ale w takim razie możemy wewnątrz kąta <B'A'0, poprowadzić pro- 
mień A'C, tak, że będzie 


xB'A'C,= xB'A(,=xBĄC' > 
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Tę samą konstrukcję możemy powtarzać nieograniczenie. 

Jeżeli jednak przyjmiemy, oprócz powyższych postulatów, postu- 
lat ciągłości (artykuł V), wówczas ciąg punktów C, C,, C,... musi 
mieć punkt graniczny K, dla którego nie może mieć miejsca równość 


xBA'K=<xB'A'C'. 


Ale z tego wniosku wypływa inny, sprzeczny z naszą intuicją. Istot- 
nie, łatwo widzieć, że mielibyśmy w takim razie zmienny trójkąt, w któ- 
rym jeden bok staje się nieskończenie mały, gdy tymczasem różnica dwu 
drugich boków pozostaje większa od pewnego skończonego odcinka. Aby 
usunąć możliwość takiego przypadku, należy założyć nowy postulat, który 
możnaby nazwać postulatem ciągłości płaszczyzny”). 

Dopiero na podstawie tego postulatu można dowieść twierdzenia, 
o które nam chodzi, a przez to uzasadnić całą teorję równości. 

Postulat ten odgrywa istotnie ważną rolę w systemie, który Vero- 
nese wyłożył w swych Fondamenti, forma tylko, nadana mu przez Ve- 
ronesego, jest nieco odmienna, gdyż autor ma tam na widoku ogólniej- 
szą gieometrję niearchimedesową. 

Powyższe rozumowania dają nam możność ocenienia wartości syste- 
mu Veronesego. Teoretycznie rzecz biorąc, pomysł zasadniczy, polega- 
jacy na sprowadzeniu ogólnego pojęcia równości do pojęcia równości od- 
cinków prostolinjowych, stanowi krok naprzód w porównaniu z syste- 
mem Pascha i odpowiada poglądom na tę sprawę innych autorów. Je- 
śli jednak wyjdziemy z postulatów Veronesego, to dalszy rozwój te- 
orji będzie bardziej skomplikowany, niż gdybyśmy wyszli z postulatów 
Pascha. Co się tyczy strony dydaktycznej, to oba te systemy mają jedną 
spólną wadę: wprowadzają odrazu na początku oderwane pojęcie odpo- 
wiedniości. Wadę tę usuwa, lub przynajmniej znacznie łagodzi metoda 
Hilberta, do której teraz przejdziemy. 

$ 7. Układ Hilberta. Cytowane poprzednio dzieło Hilberta za- 
Wiera nowy punkt widzenia na sposób, w jaki należy wprowadzać poję- 
cie równości. Pasch uznaje za pierwotne pojęcie równości figur 
wogóle; Veronese uznaje za takie tylko pojęcie równości od- 
cinków, natomiast Hilbert uznaje za pierwotne pojęcie równo- 
ści odcinków i kątów. Jest to w pewnym sensie stanowisko pośred- 
nie między dwoma poprzedniemi. Okazuje się, że jeśli metodę Hilberta 
zastosujemy systematycznie w wykładzie szkolnym, okaże się ona pod 


* Jeżeli wpierw ustalimy teorję równości, wówczas ciągłość płaszczyzny 
wynika z ciągłości prostej. 
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względem dydaktycznym dogodniejsza od metod Pascha i Verone- 
sego*). Sądzę, że jeśli intuicyjnie jasne pojęcie równości kątów zastąpi- 
my przez określenie tej równości (jak to czynią Pasch i Veronese), 
nie będziemy mogli dać uczniowi zrozumiałego pojęcia o tym związku. 
Z drugiej strony jest rzeczą oczywistą, że same postulaty, jakkolwiek sfor- 
mułowane niezależnie od pojęcia równości kątów (np. postulat V ero n e- 
sego, dotyczący równości par prostych), jednak w gruncie rzeczy opie- 
rają się na intuicji równości kątów. 

Zwracam przytym uwagę, że układ Hilberta można uważać za 
najbardziej zbliżony do poglądów Euklidesa. Można powiedzieć, że 
Hilbert opiera teorję Euklidesa na gruntownej podstawie przez to, 
że uwydatnia zawarte w niej pierwotne pojęcia równości odcinków i ką- 
tów i że ujmuje w formę postulatów związki między temi pojęciami, ma- 
jące swe źródło w pojęciu ruchu. 

Podajemy tu spis postulatów Hilberta, zmieniając tylko ich po- 
rządek i nieco rozszerzając niektóre z nich, aby ułatwić dalszy wykład teorji: 

1) Jeżeli jeden odcinek równa się drugiemu, wówczas ten drugi 
równa się pierwszemu. 

2) Jeżeli kąt równa się innemu kątowi, wówczas ten drugi kąt rów- 
na się pierwszemu. 

3) Dwa odcinki równe trzeciemu są sobie równe. 

4) Dwa kąty równe trzeciemu są sobie równe. 

5) Każdy odcinek równa się sobie, niezależnie od zwrotu, czyli 


AB=AB= BA. 


6) Każdy kąt (ab) równa się sobie, niezależnie od swego zwrotu, 

czyli 
(ab) = (ab) = (ba) . 

7) Na każdej prostej r, z obu stron każdego jej punktu A’ istnieje 
jeden i tylko jeden odcinek, mający początek w Á’ i równy danemu od- 
cinkowi AB, leżącemu na prostej r. 

8) Jeżeli mamy dany promień a, wychodzący z punktu O, wów- 
czas w obu częściach każdej płaszczyzny, zawierającej tej promień, ist- 
nieje po jednym i tylko po jednym takim promieniu b, wychodzącym z 0, 
że kąt (ab) równa się danemu kątowi (ab'). 

9) Jeżeli AB, BC są dwoma kolejnemi odcinkami prostej r (czyli 
mającemi tylko spólny koniec i żadnych więcej punktów spólnych), zaś 


*) Porówn. wykład w książce: F. Enriques i U. Amaldi Zasady gieo- 
metrji. Przekład polski. Warszawa 1914. _- 


http://rcin.org.pl 


— 101 — 


ĄB,B'C' są dwoma kolejnemi odcinkami innej prostej r, i jeżeli 
AB=4A'B' oraz BC=B'C', wówczas AC= AC". 

10) Jeżeli (ab), (bc) są dwoma kolejnemi kątami w płaszczyźnie z, 
(t. į. mającemi spólny wierzchołek i jedno spólne ramię), zaś (ab'), (b'c') 
dwoma kolejnemi kątami w płaszczyźnie z, i jeżeli (ab)=(ab') i (bc) =(b'c'), 
wówczas musi być (ac) =(a'C'). 

11) Jeżeli dwa trójkąty mają po dwa boki odpowiednio równe i po 
równym kącie, zawartym między temi bokami, wówczas trzecie ich boki 
są sobie równe i kąty, przeciwległe równym bokom, są też równe sobie. 

Zwracamy uwagę, że z postulatów 6-go i 11-go wynika odrazu rów- 
ność kątów przy podstawie trójkąta równoramiennego, i że postulaty 9-ty 
i 10-ty w gruncie rzeczy powiadają: „sumy lub różnice odpowiednio rów- 
nych odcinków (lub kątów) są sobie równe“. 

Dodajmy, że postulat 11-ty, który jest łącznikiem między pojęciem 
równości odcinków a pojęciem równości kątów, ma u Hilberta prost- 
szą postać. Mianowicie Hilbert poprzestaje na założeniu równości ką- 
tów, leżących naprzeciw równych boków, gdyż równość trzech boków wy- 
nika z tego założenia i z postulatu 8-go. Woleliśmy jednak uzupełnić po- 
stulat Hilberta, ponieważ obie jego części mają swe źródło w pojęciu 
ruchu, i pod tym względem niema między niemi różnicy. 

Jeśli teraz określimy równość trójkątów jako równość boków i ką- 
tów, zawartych między odpowiednio równemi bokami, będziemy mogli 
dowieść dwuch drugich przypadków równości trójkątów. 

I. Dwa trójkąty są sobie równe, jeżeli mają po rów- 
nym boku, zawartym między odpowiednio równemi ką- 
tami. 

Niech będą dane trójkąty AABC i AABC”, w których 

AB=4A'B, xCAB=xC'A'B, xCBA=<xC'BA . 

Powiadam, że trójkąty są sobie równe. Wystarczy dowieść, że 
CA=0'A', poczym można już będzie powołać się na postulat 11-ty. 

Gdyby bok CA nie równał się bokowi C'A’, moglibyśmy na promie- 
niu AC obrać taki punkt C”, żeby było 

AC ZAC: 
Z porównania trójkątów AC'ABi AC'A'B' mielibyśmy 
xC"BA=<xC'B'A', 
a zatym, na mocy postulatu 4-go, musiałby być 
x0BA=<xC"BA , 


co przeczy postulatowi 8-mu. 
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II. Dwa trójkąty są sobie równe, jeżeli boki jednego 
równają sięodpowiednio bokom drugiego. 
Niech będą dane trójkąty „ABC i „ABC, w których 


AB=A'B, BC=ZBO, ACZAO'.. 


Powiadam, że trójkąty te są sobie równe. 


Rys. 24. 


W płaszczyźnie ABC, z tej strony prostej AB, która jest przeciw- 
legła punktowi C, wyznaczamy kąt <BAC"=<C'A'B' i odkładamy 
AC'=AC. Wówczas z porównania trójkątów ABAC” i AC'A'B' wy- 
nika, że 

C'B=C'B i xAC'B=<A'U'B'. 


Wykreślmy odcinek CC”. Trójkąty ACAC” i ACBC” są równora- 
mienne, zatym mają równe kąty przy podstawie. Z uwagi powyżej uczy- 
nionej co do postulatu 10-go wynika, że bez względu na to, czy odcinek 
CC" przecina odcinek AB, czy też jego przedłużenie, zawsze musi być 


x<AC"B=x4ACB. 
Ale wiemy, że <xAC"B=<4A'C'B', 
zatym xACB=<x4'C'B' , 


a więc, na mocy postulatu 11-go, dwa dane trójkąty są sobie równe. 

$ 8. Najważniejsze twierdzenia o prostopadłych. Mówiliśmy już, 
że Euklides opiera teorję prostopadłych na postulacie, dotyczącym rów- 
ności kątów prostych (lub półpełnych), która to równość dałaby się uza- 
sadnić za pomocą ruchu. Warto przyjrzeć się, w jaki sposób buduje tę 
całą teorję Hilbert, nie uciekając się do żadnego dodatkowego postu- 
latu. 

Najpierw mamy: 
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Twierdzenie I. Kąty przyległe do równych kątów, są sobie 
równe *). 

Niech będą dwa równe kąty (ab), (a'b'), mające wierzchołki w punk- 
tach O, O. Zbadajmy przyległe im kąty (a,b) i (a,b'). Powiadam, że 


(ab)  (a',B') -. 


Weżmy na promieniach a, b, a, odpowiednio jakiekolwiek punkty 
A, B, A,, na promieniach zaś a, b, a, wyznaczmy punkty A', B, A', tak, 
by było 
0A=0'4, OB=O'B, 04,=0'4/ . 


Jeśli poprowadzimy odcinki AB, A,B 
i odpowiadające im odcinki A'B’, A,B', B 
wówczas z równych trójkątów A BOA 
i AB'O'A' wynika, że 

BASRA 1e2BAOZ=Z<<BA!O* , 


Wskutek tego trójkąty ABAAA, 
i wB'A'A; muszą równać się sobie, ma- 
my tedy 

BA, =B'A' . 

Biorąc teraz pod uwagę drugą parę 
trójkątów, mianowicie ABOA, i ABO'A/,, 
widzimy, że mają one boki odpowiednio 
równe, zatym musi być 


(a, bb=(a'b') . 


W niosek. Kąty wierzchołkowe równają się sobie, jako kąty przy- 
ległe do tego samego kąta. 

Określenie. Kąt nazywamy prostym, jeżeli równa się on swe- 
mu kątowi przyległemu **). 

Zauważmy, że na mocy tylko co wypowiedzianego wniosku, kąt, 
równy jednemu ze swych przyległych kątów, musi być równy i dru- 
giemu. 

Twierdzenie II. Kąty proste są sobie równe. 

Niech będą dane kąty proste (ab), (a'b'). Powiadam, że 


(ab) = (ab') . 


Rys. 25. 


*) Przez kąt przyległy należy tu rozumieć, jak zwykle, kąt zawarty 
między jednym ramieniem i przedłużeniem drugiego ramienia danego kąta. 
**) Istnienie kątów prostych wypływa z twierdzenia III. 
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Istotnie, gdyby tak nie było, moglibyśmy z tej samej strony a, z któ- 
rej leży b, wyznaczyć taki promień c, różny od b, żeby było 


(ac) = (a'b') . 
W takim razie, na mocy twierdzenia I, mielibyśmy 


(a) = (a'b') , 
na mocy zaś określenia 
(d'b) = (ab') = (ac) , 
zatym 
m) (a;c)=(ac) . 


Ale mamy również 
n) (a,b) = (ab) . 


Łatwo dostrzec, że sądy m) i n) są sprzeczne. Istotnie, jeżeli kąty 
(ac), (ab) nie są sobie równe, musi być np. 


(ac)<(ab) i (a,c)>(a4b) , 
na mocy zaś n) mamy 
(a;c)>(ac) , 
co jest w sprzeczności z m). 

Tak więc b i c nie mogą być dwoma różnemi promieniami i twier- 
dzenie zostało dowiedzione. 

Twierdzenie III. Przez punkt A, nie leżący na prostej a, przecho- 
dzi jedna i tylko jedna prostopadła do a. 

Na prostej a obierzmy dowolny punkt P, połączmy go z A i oznacz- 
my przez r promień PA. W płaszczyźnie Aa, ze strony przeciwnej tej, 
gdzie leży punkt A, wyznaczmy taki promień s, wychodzący z P, żeby 
było 

(ra) = (sa) , 


oraz taki punkt B, żeby było 
PA=PB. 
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Jeżeli połączymy A z B, widoczne będzie, że AB jest prostopadłą 
do a, gdyż z równych trójkątów AAPO i ABPO wynika, że 
xA0P=<xBOP . 
Prostopadła ta jest jedyną, gdyby bo- 
wiem jakakolwiek inna prosta AB’ przeci- 
nała prostą a w punkcie O'i była do niej 
prostopadła, moglibyśmy odłożyć O0'B =0'A 
i, oznaczając przez s” promień PB', mieli- 
byśmy oczywiście 
(raą)= (sa) i PA =PB', 
skąd wynikałoby, że 
(sa) = (s'a) i że PB=PB', 


czyli że B i B' nie są różnemi punktami. 


Rys. 27. 


Twierdzenie IV. Przez punkt A, leżący na prostej a, przechodzi 
jedna i tylko jedna prostopadła do tej prostej. 

Jest nią prosta, przechodząca przez A i tworząca z a kąt prosty. 
Że prostopadła ta jest jedyną, wynika z postulatów i z twierdzenia II. 


§ 9. O równości figur wogóle. Układ postulatów Hilberta pro- 
wadzi do zupełnie ogólnego określenia równości figur, gdy tymczasem 
Pasch zakłada to pojęcie jako pierwotne. 

Określenie to brzmi: 

Dwie figury nazywamy równemi, jeżeli każdemu punktowi jednej od- 
powiada jeden i tylko jeden punkt drugiej figury w taki sposób, że od- 
cinki, których końcami są odpowiadające sobie punkty tych figur, są so- 
bie równe i że kąty, których ramionami są odpowiednie odcinki figur, 
są sobie równe *). 

Hilbert dowiódł, że z teorji równości trójkątów można wysnuć 
równość półpłaszczyzn i półprzestrzeni, czyli zwykłe zasady nakładalno- 
ści figur. 

Ponieważ ogólne pojęcie odpowiedniości może być uważane z punktu 
widzenia dydaktycznego za zbyt trudne, jako bardzo oderwane, warto 
więc zbadać, w jaki sposób można dojść do indukcyjnego określenia rów- 
ności figur, z któremi ma do czynienia gieometrja elementarna. 


*) Jeśli kto chce poprzestać na rozważaniu figur równych wprost 
(w odróżnieniu od figur równych przezodwrócenie, czyli symetrycznych 
względem osi), musi do powyższego określenia wprowadzić dodatkowy warunek 
równości zwrotów. (Porówn. artykuł III). 
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Badanie to ograniczymy do figur płaskich i będziemy się trzymali 
metody, przyjętej w podręczniku: Enriques i Amaldi, Zasady gieo- 
metrji elementarnej. 

Równość wielokątów prostolinjowych (wypukłych, wklęsłych i zwią- 
zanych) określamy jako równość odpowiednich boków i kątów tych wie- 
lokątów. Mianowicie uważamy, że boki i kąty obu porównywanych wie- 
lokątów zostały uporządkowane w jeden z dwu (przeciwnych sobie) 
ciągów, wyznaczonych przez wierzchołki wielokąta, i powiadamy: wie- 
lokąty są sobie równe, jeżeli boki i kąty jednego ciągu w pierwszym wie- 
lokącie równają się odpowiednio bokom i kątom jednego ciągu w drugim 
wielokącie. 

Równość dwu okręgów lub dwuch kół określamy zapomocą równo- 
ści ich promieni; równość dwuch łuków (lub wycinków), należących do 
równych okręgów (lub kół) określamy zapomocą równości odpowiadają- 
cych im kątów środkowych. 

Figury o konturze kołowym lub mieszanym (t. į}. złożonym z łuków 
kół i z odcinków prostych) są zawsze wyznaczone przez skończoną liczbę 
elementarnych konstrukcji (odcinków i kątów), możemy zatym określenie 
równości takich figur oprzeć na tożsamości konstrukcji i na równości ele- 
mentów, zużytkowanych przy tych konstrukcjach. Możemy tedy przyjąć 
następujące określenie: 

Dwa wielokąty o konturze kołowym lub mieszanym nazywamy rów- 
nemi, jeżeli spełnione są trzy warunki: 

1) wielokąty prostolinjowe wyznaczone przez ich wierzchołki, wzięte 
w tym samym porządku, są równe; 

2) łuki, będące bokami danych wielokątów, są sobie odpowiednio 
równe; 

3) łuki te w obu wielokątach leżą w jednakowy sposób wzglę- 
dem swych cięciw. 


$ 10. O dwuścianach i trójścianach. Dotąd poprzestawaliśmy na ba- 
daniu gieometrji na płaszczyźnie. Teraz naszkicujemy pokrótce rozumo- 
wania, dotyczące dwuścianów i trójścianów. 

Jeżeli teorję równości opieramy na zasadzie nakładalności figur, wów- 
czas ustalenie równości dwuścianów nie sprawia nam żadnej trudności. 
Zapomocą idealnego doświadczenia poznajemy, że „wszystkie kąty linijne 
dwuścianu są sobie równe* i że „dwuściany o równych kątach linijnych 
dają się na siebie nałożyć*. Zresztą to pierwsze doświadczenie (przesunię- 
cie) zawiera postulat o równoległych. 

Jeśli natomiast zgóry usuniemy zasadę doświadczalną nakładalności, 
wówczas narzuca się nam pomysł określenia równych dwuścianów jako 
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takich, których kąty linijne są sobie równe. Ale w takim razie musimy 
wpierw dowieść, że wszystkie kąty linijne tego samego dwuścianu są s0- 
bie równe. Dowód ten da się przeprowadzić w następujący sposób, nie- 
zależnie od postulatu o równoległych: 

Niech będą xABC, x DEF dwa kąty linijne dwuścianu, którego 
krawędzią niech będzie BE. Na przedłużeniach promieni EF, ED odkła- 
damy EK=AB, EH=BC. Odcinki HC, AK muszą przejść przez środek 
O odcinka EB. Wskutek tego mamy 


AKE0=AABO i AHEO =ACBO , 
skąd wynika, że 
KO0=A0, H0=CO 
oraz że AHOK= ACAO. 
Wnosimy stąd, że ; 
HK=CA i że N ARK = A ABO 
z tego zaś wynika równość kątów linijnych. 

Warto teraz przyjrzeć się, w jaki sposób 
teorję równości trójścianów można zbudować niezależnie od zasady na- 
kładalności, którą się zwykle w tych razach posługują *). 

Dwa trójściany będziemy uważali za równe, jeżeli mają odpowiednio 
równe ściany i dwuściany, przyczym nie będziemy rozróżniali trójścianów 
równych od symetrycznych; rozróżnienie takie można oprzeć na pojęciu 
zwrotu (artykuł III). 


Zdaniem Veronesego, wykład powinien być zupełnie podobny do 
wykładu równości trójkątów w gieometrji płaskiej. 


Rys. 28. 


Zestawiając zasadnicze twierdzenia, spólne płaszczyźnie i wiązce (t. j. 
zbiorowi przechodzących przez jeden punkt prostych, lub promieni i pła- 
szezyzn, lub pęków promieni), możemy wyciągać z nich analogiczne wnioski, 
posługując się zasadą dwoistości. Na mocy tej zasady, chcąc przejść 


5) Zazwyczaj stosują zasadę nakładalności przy ustalaniu dwu pierwszych 
cech równości tr ójścianów (mianowicie, gdy w trójścianach równe są odpowied- 
nio jedna ściana i dwa przyległe dwuściany, albo też dwie ściany i zawarty mię- 
dzy niemi dwuścian). Trzeciej cechy (gdy równe są odpowiednio wszystkie ścia 
ny) dowodzą zazwyczaj tak: przez rozważanie równych trójkątów ustalają rów- 
ność kątów linijnych w odpowiednich dwuścianach, i sprowadzają w ten sposób 
zagadnienie do pierwszego przypadku równości trójścianów. 

U Euklidesa nie znajdujemy zwykłych twierdzeń o równości trójścia- 
nów; tylko w tw. XXVI księgi XI nazywa on równemi dwa trójściany o ścianach 
odpowiednio równych. 
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od płaszczyzny do wiązki, zastępujemy poprostu wyrazy: „punkt* i „prosta* 
odpowiednio przez wyrazy: „prosta“ (lub „promień*) i „płaszczyzna“ (lub 
„pęk promieni albo prostych*). Sprawa jednak nie przedstawia się tak 
prosto, jak możnaby sądzić, i wymaga subtelnych rozważań. 

Istotnie, między gieometrją płaszczyzny a gieometrją wiązki zacho- 
dzą zasadnicze różnice: i 

1) prosta jest linją, na której punkty leżą w porządku otwar- 
tym; natomiast elementy pęku (promienie lub proste) są uszeregowane 
w porządku zamkniętym lub, ściślej mówiąc, w porządku ko- 
łowy m (artykuł III); 

2) na płaszczyźnie istnieją proste nieprzecinające się (równoległe), na- 
tomiast dwie płaszczyzny wiązki mają zawsze spólną prostą (albo dwa 
spólne i przeciwległe promienie, jeżeli mowa o wiązce promieni). 

Chcąc tedy zastosować bezpośrednio pomysł Veronesego, musie- 
libyśmy teorję równości trójkątów na płaszczyźnie rozwinąć tak, aby 
uwydatnić, że nie opiera się ona ani na fakcie, iż prosta jest linją 
otwartą, ani też na postulacie o równoległych. Jeśli natomiast gieome- 
trję płaską budujemy od początku na tym postulacie (a tak robi V er o- 
nese), musimy podać nowe dowody tych twierdzeń gieometrji wiązki, 
których odpowiedniki dla płaszczyzny są wprawdzie słuszne, lecz zostały 
dowiedzione przy pomocy wspomnianych hipotez. 

Veronese np. w dowodzie twierdzenia gieometrji płaskiej, że „bok 
trójkąta jest mniejszy od sumy dwu drugich boków*, opiera się na włas- 
nościach prostopadłej i pochyłej, poprowadzonych z jednego punktu do 
prostej. Odpowiedniemi własnościami (które są słuszne w gieometrji wiązki) 
posługuje się autor przy dowodzie odpowiedniego twierdzenia, że „ściana 
trójścianu jest mniejsza od sumy dwu drugich ścian*, musiał jednak do- 
wieść tych własności powtórnie, ponieważ poprzedni jego dowód opierał 
się na postulacie o równoległych. 

Właściwie najważniejszą rzeczą, której przy takim wykładzie trzeba 
dowieść, jest istnienie w gieometrji wiązki przekształcenia figur, przy 
którym odpowiadające sobie kąty są równe. Przekształcenie to odpowia- 
da przekształceniu przez równość w gieometrji na płaszczyźnie. 

W tym celu musimy dowieść, że w przestrzeni można (w dwojaki 
sposób) ustalić odpowiedniość punktową, przy której równym odcinkom 
odpowiadają odcinki równe, a pfócz tego 

1) pewien punkt O odpowiada sobie samemu; 

2) dwom promieniom, wychodzącym z O i tworzącym pewien kąt, 
odpowiadają dwa promienie, które również wychodzą z O i tworzą rów- 
ny kąt. 

Rzecz jasna, że skoro taką odpowiedniość uda się nam ustalić, 
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będziemy mogli wysnuć z niej dwie cechy równości trójścianów. Mianowi- 
cie dowiedziemy wtedy, że trójściany są równe, jeżeli mają po równej 
ścianie zawartej między odpowiednio równemi dwuścianami, albo też je- 
żeli mają po równym dwuścianie, zawartym między dwiema odpowiednio 
równemi ścianami. 

Co się tyczy trzeciej cechy równości —gdy trzy ściany jednego trój- 
ścianu równają się odpowiednio trzem ścianom drugiego — to można jej 
dowieść na zasadzie poprzednich cech tak samo, jak dowodzimy w gieo- 
metrji płaskiej trzeciej cechy równości trójkątów. 

Wiadomo, że podają zazwyczaj jeszcze czwartą cechę równości trój- 
ścianów, mianowicie równość dwuścianów. Tę czwartą cechę można uwa- 
żać za odpowiadającą trzeciej na mocy prawa dwoistości w wiąz- 
ce, które, w przypadku promieni (lub prostych) i półpłaszczyzn (lub 
płaszczyzn), wychodzących ze środka wiązki, pozwala na zastępowanie 
wyrazu: „promień* przez wyraz: „półpłaszczyzna*. Można również na 
mocy tego prawa uważać dwie pierwsze cechy równości za odpowiada- 
jące sobie. 

Wracając do ogólnego sposobu traktowania tej sprawy, o którym 
mówiliśmy wyżej, zwracamy uwagę, że trudności, które się tu nastręczają, 
mają oczywiście swe źródło w 'tym fakcie, że twierdzenia o równości trój- 
ścianów nie odpowiadają dokładnie twierdzeniom o równości trójkątów, 
niema bowiem trójścianów podobnych. Wynika stąd, że samo równoległe 
rozwijanie obu teorji jest pomysłem wątpliwej wartości. 

Przejdziemy teraz do innego sposobu traktowania tego zagadnienia, 
który znajdujemy w cytowanym podręczniku Enriquesa i Amal- 
diego. Przy tym sposobie możemy ustalić twierdzenie o równości trój- 
ścianów niezależnie od postulatu o równoległych. 

Widzieliśmy, że cztery przypadki równości trójścianów dadzą się za- 
stąpić dwoma, z których drugie dwa wynikną na zasadzie dwoistości 
w wiązce. Mamy mianowicie: 

1) przypadek, gdy trójściany mają po dwa odpowiednio równe dwu- 
ściany i po równej ścianie, między niemi zawartej; 

2) przypadek, gdy mają one po trzy ściany odpowiednio równe. 

Te dwa twierdzenia dadzą się połączyć w jedno. Możemy mianowi- 
cie powiedzieć: 

„W równych dwuścianach dwa przekroje, których ślady są jedna- 
kowo nachylone do krawędzi (t. zw. przekroje jednakowo nachy- 
lone) lub, ściślej mówiąc, do jednego promienia na tej krawędzi, są rów- 
nemi kątami, i odwrotnie*. 

W tej postaci drugie twierdzenie staje się odwróceniem pierwszego, 
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i dowód jego otrzymujemy poprostu przez odwrócenie następującego do- 
wodu pierwszego twierdzenia. 

Przedewszystkim rozważamy przypadek szczególny, gdy każdy z dwu 
przekrojów zawiera ślad prostopadły do krawędzi odpowiedniego dwu- 
ścianu. 

Niech będą ABC, A'BC' przekroje dwuch równych dwuścianów 
alg i aB Załóżmy że kąty xEBC i x<K'BC' są proste i że ostre kąty 
x EBA i xE'BA' są sobie równe. 


Rys. 30. 


Aby dowieść równości przekrojów, prowadzimy na ścianie æ pierw- 
szego dwuścianu prostopadłą BD do krawędzi i odkładamy dowolne od- 
cinki BD, BC. Na krawędzi obieramy dowolny punkt £ tak, żeby pro- 
mień AB leżał wewnątrz kąta x DBE i przecinał prostą DE w punkcie F. 
Analogiczną konstrukcję wykonywamy w drugim dwuścianie, przyczym 
odkładamy 

BR=ZRD..  BOEBĆ, BISBE 

Ponieważ trójkąty ACBD, ADBE, AEBC równają się odpowiada- 

jącym im trójkątom w drugim dwuścianie, zatym 


OD=C0'D', DE=D'F', EC=E'C', DEB} DRP, 


a więc ABEF=ABF'E'i ADCE=DC'E', 
wskutek czego 
BF=B'F, FE=F'E, <FEC=xFEC' . 
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Wynika stąd, że AFEC = AFRIG 
czyli że FCHF'C . 
Wreszcie z równych trójkątów 
ABEBCZNF'BC', 
otrzymujemy, że xABC=<xABU'. Cbar d O: 


Przechodząc teraz do przypadku ogólnego, weźmy pod uwagę prze- 
kroje ABC, A'B'C’ w dwuścianach a'g’, «,$',, przyczym niech będzie 
xABE=x4ĄB'EF' i xCBE=<x<C'B'E'. 
W celu dowiedzenia równości przekrojów poprowadźmy na ścianach 
a' i a', prostopadłe BD, B'D' do odpowiednich krawędzi. Na mocy po- 
przedniego, mamy 
xDBC=<xD'B'C' . 


Wystarczy teraz wykonać takie same konstrukcje, jak w poprzed- 
nim przypadku, i powtórzyć krok za krokiem poprzednie rozumowania, 
aby przekonać się o równości trójkątów AFB, AF'BC' i, co za tym 
idzie, o równości przekrojów. 
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ARTYKUŁ PIĄTY. 


O zastosowaniach postulatu ciągłości w gieometrji 
elementarnej 


napisał 


Giuseppe Vitali z Genui. 


$ 1. O postulacie ciągłości. Z pojęciami intuicyjnemi prostej, 
płaszczyzny, odcinka, kąta, równości łączymy pewne własności utworów 
gieometrycznych, które dają się ująć w postaci układu postulatów *). 
W tych postulatach (przynajmniej w zwykłym ich sformułowaniu) nie 
odwołujemy się do naszego wyobrażenia ciągłości przestrzeni. 

Istnieją jednak fakty intuicyjne, których niepodobna wysnuć z tych 
postulatów. Oto kilka przykładów: 

1) Jeżeli dwa punkty wykreślają dwa zwroty tego samego odcinka, 
muszą one spotkać się w jednym punkcie. 

2) Możemy wyobrazić sobie w płaszczyźnie krzywą zamkniętą 
C, dzielącą całą płaszczyznę na dwa obszary: jeden złożony z punk- 
tów wewnętrznych, drugi —z punktów zewnętrznych. Jeżeli 
przytym 4, B są dwoma punktami tej płaszczyzny i jeżeli A jest punk- 
tem wewnętrznym, B zaś— punktem zewnętrznym, wówczas odcinek pro- 
stolinjowy AB ma zawsze conajmniej jeden punkt spólny z krzywą ©. 

3) Jeżeli na płaszczyźnie mamy daną krzywą zamkniętą Č, wówczas 
każda krzywa, której jeden punkt leży wewnątrz B, drugi zaś zewnątrz, 
ma conajmniej jeden punkt spólny z krzywą ©. 

Podane tu własności intuicyjne są w związku z naszym prymityw- 
nym pojęciem ciągłości przestrzeni. Trudno byłoby dokładnie wyliczyć 


*)  Porówn. artykuły II i III. 
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wszystko, co zawiera się w tym wielce złożonym pojęciu, możemy jednak 
dążyć do tego, żeby wysnuć z niego jakieś ścisłe zdanie, które dałoby się 
wprowadzić do wykładu jako postulat, i z którego możnaby wydeduko- 
wać podstawowe własności intuicyjne, łączące się w naszym umyśle z po- 
jęciem ciągłości. 

Punkt C wyznacza na odcinku AB dwa odcinki: AC i CB. Jeżeli 
punkt C uważamy za należący do jednego tylko z tych odcinków AC, 
CB, mamy podział odcinka AB na części, posiadający następujące 
własności: ` 

1) Każdy punkt odcinka AB należy do jednej z tych części. 

2) Punkt A należy do jednej części (którą nazwiemy pierwszą), 
punkt zaś B do drugiej. Punkt C może należeć albo do jednej, albo do 
drugiej części. 

z: 

3) W zwrocie AB odcinka, każdy punkt pierwszej części poprzedza 
każdy punkt drugiej części. 

Jeśli chcemy traktować zagadnienie najzupełniej ogólnie, możemy 
rozpatrywać przypadek, gdy punkt Č pada na A lub na B. Zaliczając 
wtedy ČC do pierwszej lub do drugiej części odcinka AB, otrzymamy znów 
podział tego odcinka na dwie części. Podział ten będzie czynił zadość 
trzem wymienionym warunkom, przyczyn jedna część będzie się skła- 
dała z jednego tylko punktu A lub B, druga — z pozostałych punktów 
odcinka. 

Jeżeli teraz weźmiemy pod uwagę twierdzenie odwrotne do poprzed- 
niego, przekonamy się, że nie wypływa ono z tych własności odcinków, 
o których była mowa w artykule II, niemniej jednak pozostaje w zupeł- 
nej zgodzie z naszym wyobrażeniem ciągłości prostej. Wobec tego owo 
twierdzenie odwrotne założymy jako 

Postulat*'). Jeżeli odcinek prostej AB został podzielo- 
ny natakie dwie części, że 

1I)każdy punkt odcinka AB należy do jednej itylko 
do jednej części, 

2) koniec odcinka A należy do jednej części, koniec 
zaś Bdo drugiej, _, 

3)w zwrocie ABodcinka każdy punkt pierwszej czę- 
ści poprzedza każdy punkt drugiej, wówczas istnieje na 
AB taki punkt C (który może należeć dojednej lub do dru- 


*) Postulat ten został sformułowany przez Dedekinda w 1872 r. w zna- 
nej rozprawie: Stetigkeit u. irrazionale Zahlen. Porówn. przekład polski p.t.: R. De- 
dekind Ciągłość a liczby niewymierne, przełożył S. Straszewicz. Warszawa 1914, 
Str. 13. 


Zagadnienia gieom. 8 


http://rcin.org.pl 


— 114 — 


giej części odcinka), że każdy punkt odcinka AB, poprze- 
dzający punkt C, należy do pierwszej ezęści, każdy zaś 
punkt następujący po C, należy do drugiej części. 

Jeżeli jedna z tych części składa się z jednego tylko punktu A lub 
B, wówczas punkt C jest tym samym co koniec A lub B odcinka. 


Uwaga. Wprowadzony przez nas nowy postulat odpowiada pierw- 
szemu z faktów intuicyjnych, o których mówiliśmy na początku artykułu. 
Istotnie, dwie części, na które został podzielony odcinek AB, możemy po- 
myśleć jako wykreślone przez dwa różne punkty, poruszające się po tej 
prostej w zwrotach przeciwnych. Punkt spotkania możnaby uważać za 
należący do obu części odcinka, możemy jednak wyobrazić sobie, żeśmy 
go odebrali jednej części i oddali drugiej. Tak nawet musimy postąpić, 
aby być w zgodzie z nową hipotezą, dotyczącą podziału odcinka, Postu- 
lat ten nosi nazwę postulatu ciągłości, albo postulatu Dede- 
kinda. 

W naszym postulacie mowa o własnościach odcinka, można jednak 
wysnuć z niego logicznie odpowiednią własność kątów. ` 

Kąt, jak wiadomo, możemy uważać za wykreślony przez obrót pro- 
mienia dokoła początku (wierzchołka kąta) czyli, innemi słowy, możemy 
uważać kąt za zbiór wszystkich promieni, przedstawiających różne poło- 
żenia tego promienia ruchomego. 

Weźmy kąt wypukły, wyznaczony przez promienie a, b; na promie- 
niach tych obierzmy odpowiednio punkty A, B. Widzimy, że punkty skoń- 
czonego odcinka AB odpowiadają jedno-jednoznacznie promieniom kąta, 
jeżeli za odpowiadający danemu promieniowi będziemy uważali punkt, 
w którym promień przecina odcinek AB. Należy zauważyć, że jeśli kąt 
(ab) został wykreślony przez promień ruchomy, który początkowo znajdo- 
wał się na promieniu a, odcinek zaś AB został wykreślony przez punkt 
ruchomy, który wyszedł z położenia A, wówczas promienie kąta (ab) i od- 
powiednie punkty odcinka AB następują po sobie w tym samym porządku 
(porówn. artykuł II). 

Wskutek tego jeżeli pomyślimy taki podział kąta (ab) na dwie czę- 
ści, żeby 

1) każdy promień kąta (ab) należał do jednej i tylko do jednej 
części; 

2) promień początkowy a należał do pierwszej części, promień zaś 
końcowy b do drugiej; 

3) każdy promień pierwszej części poprzedzał każdy promień drugiej; 
wówczas odpowiednie punkty odcinka AB zostaną również podzielone na 
takie dwie części, że 
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1) każdy punkt odcinka AB należeć będzie do jednej i tylko do jed- 
nej części; 

2) koniec odcinka A należeć będzie do pierwszej części, koniec zaś 
B do drugiej; 

3) każdy punkt pierwszej części poprzedzać będzie każdy punkt czę- 
ści drugiej. 

Ale w takim razie istnieje na odcinku AB jeden taki punkt C (może 
on należeć do jednej lub do drugiej części), że każdy punkt odcinka AB, 
poprzedzający C, należy do pierwszej części, każdy zaś punkt odcinka ÁB nastę- 
pujący po C należy do drugiej części tego podziału. Promień c, odpowia- 
dający punktowi C, posiada tę własność, że każdy poprzedzający go pro- 
mień kąta (ab) należy do pierwszej części kąta, każdy zaś następujący po 
nim promień kąta (ab) należy do drugiej części. Promień c możemy za- 
liczyć bądź do pierwszej, bądź do drugiej części. 

Taką samą własność, jak dowiedziona tu dla kątów wypukłych, po- 
siadają również kąty półpełne i wklęsłe. Istotnie, kąty takie możemy zaw- 
sze uważać jako zespół dwuch kątów wypukłych. 

Niech będą (ab), (db) dwa takie kąty wypukłe; bierzemy pod uwagę 
zespół ich, czyli kąt (ab) i myślimy taki podział kąta (ab) na dwie czę- 
ŚCI %ŻE: 

1) każdy promień kąta (ab) należy do jednej i tylko do jednej 
części; i 

2) początkowy promień a należy do pierwszej części, promień zaś 
b do drugiej; 

3) każdy promień pierwszej części poprzedza każdy promień drugiej 
części. 

W takim razie zachodzić mogą trzy przypadki: 

1) Promień d może być tego rodzaju, że wszystkie poprzedzające 
go promienie należą do pierwszej części, wszystkie zaś następujące po nim 
należą do drugiej. 

2) Po promieniu d następują jeszcze niektóre promienie pierwszej 
części. Wobec tego kąt (db) jest podzielony na dwie części według tych 
samych praw, co i kąt (ab). Ale kąt (db) jest wypukły, zatym posiada ta- 
ki promień c (który może należeć albo do pierwszej części, albo do dru- 
giej), że każdy promień kąta (db), poprzedzający promień c, należy do 
pierwszej części, każdy zaś jego promień następujący po c należy do dru- 
giej części. Ponieważ przy naszym podziale kąta (ab) wszystkie promienie 
kąta (ad) należą do pierwszej części, zatym promień c jest tego rodzaju, 
że każdy poprzedzający go promień kąta (ab) należy do pierwszej części, 
każdy zaś następujący po nim należy do części drugiej. 

3) Niektóre promienie, poprzedzające promień d, należą do drugiej 
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części. W takim razie na mocy rozważań zupełnie analogicznych do po- 
przednich (zastępując tylko kąt (db) przez kąt (ad)) dochodzimy do wnio- 
sku, że istnieje w kącie (ab) taki promień c (mogący należeć albo do 
pierwszej, albo do drugiej części), iż każdy poprzedzający go promień 
kąta (ab) należy do pierwszej części, każdy zaś następujący po nim do 
drugiej części naszego podziału. 

Zupełnie analogiczne twierdzenie możemy ustalić dla łuków kół. Na 
okręgu O obierzmy łuk AB. Punkty tego łuku dadzą się podporządkować 
jednojednoznacznie promieniom, łączącym je ze środkiem koła. Promienie 
te są promieniami kąta x ACB, którego ramiona oznaczymy przez a i b. 
Można zauważyć, że jeśli uważamy kąt (ab) za wykreśłony przez promień, 
który wyszedł z położenia początkowego a i obracał się dokoła 0, wówczas 
łuk AB możemy myśleć, jako wykreślony przez punkt ruchomy, który 
wyszedł z położenia A, a w takim razie promienie kąta (ab) następują po 
sobie w tym samym porządku, co punkty łuku AB. 

Jeśli pomyślimy taki podział łuku AB na dwie części, żeby 

1) każdy punkt łuku AB należał do jednej i tylko do jednej części; 

2) początek łuku A należał do pierwszej części, koniec zaś B do 
drugiej; 

3) każdy punkt pierwszej części poprzedzał każdy punkt drugiej; 
wówczas odpowiednie promienie kąta (ab) muszą być również podzielone 
na takie dwie części, iż 

1) każdy promień kąta (ab) należy do jednej i tylko do jednej części; 

2) początkowy promień a należy do pierwszej części, końcowy zaś 
b do drugiej; 

3) każdy promień pierwszej części poprzedza każdy promień drugiej. 

Otóż, jak wiemy, istnieje wtedy w kącie (ab) taki promień c (który 
może należeć bądź do pierwszej części, bądź do drugiej), że każdy poprze- 
dzający go promień kąta (ab) należy do pierwszej części, każdy zaś na- 
stępujący po nim do drugiej. Punkt C, w którym promień c przecina łuk 
AB, ma w stosunku do rozważanego podziału tego łuku następującą włas- 
ność: każdy punkt łuku AB, poprzedzający punkt C, należy do pierwszej 
części tego łuku, każdy zaś punkt łuku AB, następujący po ©, należy do 
drugiej części. Punkt Č może należeć do jednej albo do drugiej części. 

Zupełnie podobne rozumowania prowadzą do analogicznych twier- 
dzeń, dotyczących kątów dwuściennych, pasów płaszczyzny, zawartych 
między dwiema równoległemi, i warstw przestrzeni, zawartych między 
dwiema płaszczyznami równoległemi. 


$ 2. O podzielności odcinka i kąta. Jako pierwsze zastosowanie 
postulatu Dedekinda podamy dowód podzielności odcinka 
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na n równych części. Dowód ten jest zupełnie niezależny od zwykłej 
konstrukcji, opartej na postulacie o równoległych. 

W sposób zupełnie analogiczny można dowieść podzielności 
kąta lub łuku koła nan równych części; w tym celu wystar- 
czy zastąpić wyrazy: „punkt* i „odcinek* przez wyrazy: „promień* i „kąt* 
(albo „promień“ i „łuk*). 

Przedewszystkim zauważmy, że na mocy postulatów o równości (ar- 
tykuł III) można dowieść podzielności odcinka, kąta i łuku na 2 części 
równe, a więc na 2? równych części. 

Istotnie 1) podział odcinka AB na połowy możemy wykonać tak: 
w dowolnej: płaszczyźnie, przechodzącej przez AB, budujemy dwa równe 
odcinki AC, BD, prostopadłe do prostej AB i leżące z dwuch stron tej 
prostej, poczym łączymy punkty C, D; 

2) podział kąta na połowy można wykonać w ten sposób, że na ra- 
mionach jego odkładamy równe odcinki i dzielimy na połowy podstawę 
otrzymanego stąd trójkąta równoramiennego; 

3) podział łuku na połowy wykonywamy zapomocą podziału kąta 
środkowego. 

Przejdźmy do dowodu podzielności odcinka na n równych części, 
opartego na postulacie Dedekinda. 

Niech będzie AB dany odcinek, n zaś niech będzie liczbą całkowitą. 
Powiadam, że istnieje taki odcinek, którego n-ta wielokrotność równa się 


odcinkowi AB. Weźmy pod uwagę zwrot AB odcinka i wyobrażmy sobie, 
że odcinek podzieliliśmy na takie dwie części, że jeżeli punkt H należy 
do pierwszej części, wówczas nAH<AB, jeżeli zaś punkt K należy do 
drugiej części, wówczas nAK>4ĄB. Jest rzeczą oczywistą, że taki podział 
czyni zadość warunkom stosowalności postulatu Dedekinda; zatym ist- 
nieje taki punkt M, że każdy punkt odcinka AM należy do pierwszej czę- 
ści naszego podziału, każdy zaś punkt odcinka MB należy do drugiej czę- 
ści. Powiadam, że musi być nAM=4AB. 

Przypuśćmy, że tak nie jest, że np. nAM<< AB. W takim razie na od- 
cinku AB musi istnieć punkt wewnętrzny Č taki, że nAM=AQ. Obierzmy 
punkt M, następujący w tym zwrocie po M, w taki sposób, żeby było 
nMM'<CB (co, naturalnie, jest zawsze możliwe). Wówczas będziemy mieli 


nAM--nMM'<AC+CB , 


czyli że nAM'<AB, co jest niedorzeczne. Istotnie dla punktu MW’, nastę- 
pującego po M, musi być nAM>AB. 

W taki sam sposób dowodzimy, że nie może być nAM>AB, zatym 
pozostaje tylko trzecia możliwość, mianowicie nAM=4AB. 
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W taki sam sposób dowodzimy podzielności kąta i łuku na n równych 
części *), z tego zaś faktu, że odcinek i kąt dają się podzielić na n rów- 
nych części, wynika podzielność na n równych części pasa, warstwy i dwu- 
ścianu. Oczywista rzecz, że możnaby podzielności tych figur dowieść bez- 
pośrednio, stosując do nich ogólną metodę, tylko co wyłożoną na przy- 
kładzie. 


$ 3. Twierdzenie Archimedesa. Opierając się na postulacie De- 
dekinda można dowieść innego jeszcze twierdzenia, które nosi zwykle 
nazwę postulatu Archimedesa. 

Brzmi ono: 

Gdy dane są dwa odcinki, istnieje zawsze taka wielo- 
krotność pierwszego odcinka, która jest większa od dru- 
giego. 

Przedewszystkim na prostą, na której leży jeden odcinek, przenosi- 
my drugi tak, by dwa te odcinki miały spólny koniec i oba leżały z tej 
samej strony tego końca. Niech będą np. AB, 


PD ZSP MTI. UEĄ KEP ZAP A 
WNE AC dwa dane odcinki i niech będzie AB< AC 
Rys. 31. (rys. 31). Mamy dowieść istnienia takiej liczby 


całkowitej n, że nAB>AU. 

Przypuśćmy, że to nie jest prawdą. W takim razie na odcinku AC 
istnieją takie punkty B, (różne od Á), że musi być zawsze nAB<AQ, jak- 
kolwiek wielką byłaby liczba całkowita n. 

Spróbujmy dowieść, że takie przypuszczenie prowadzi do niedorzecz- 
ności. 

Wszystkie punkty odcinka AC możemy w myśli podzielić na dwie 
części: 1) na punkty H takie, że nie istnieje żadna liczba całkowita n, dla 
której byłoby nAH>A4Q, oraz 2) na takie punkty K, że istnieją liczby 
całkowite n, dla których mamy nAK>AC. 

Podział ten czyni zadość warunkom stosowalności postulatu Dede- 
kinda, zatym istnieje taki punkt M, że punkty odcinka AM należą do 
pierwszej części, punkty zaś odcinka MQ należą do drugiej. Jeśli teraz na 
MC obierzemy taki punkt Y, by było MY<<AM, wówczas środek X od- 
cinka AY musi leżeć na odcinku AM, czyli musi należeć do pierwszej 
części naszego podziału. Ale z drugiej strony, istnieje taka liczba całko- 
wita n, że nAY>AC, czyli taka, że 2nAX>AC.' 


*) Podzielności tej niepodobna dowieść niezależnie od postulatu ciągłości, 
gdybyśmy nawet założyli wszystkie inne postulaty, na których opiera się gieo- 
metrja elementarna, albowiem podział na n części nie da się wykonać zapomocą 
cyrkla i linjału. 
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Doszliśmy tedy do sprzeczności i przez to dowiedliśmy twierdzenia 
Archimedesa. Dowód został podany przez Stolza. 

Z twierdzenia Archimedesa wypływa 

Wniosek. Jeśli mamy dane dwa odcinki AB, OD, wów- 
czas istnieje zawsze taka podwielokrotna jednego z nich, 
która jest mniejsza od drugiego odcinka. 

Jakoż istnieje taka wielokrotność odcinka CD, że n(D>AB, zatym 
n-ta podwielokrotna odcinka AB jest mniejsza od odcinka CD. 


$ 4. Inne formy postulatu ciągłości. Continuum niearchime- 
desowe. . 

Odbiegnę na chwilę od przedmiotu, żeby powiedzieć kilka słów o in- 
nych sposobach sformułowania postulatu ciągłości. 

Zamiast sformułowania, podanego przez Dedekinda, można zało- 
żyć następujący postulat Cantora: 

Jeżeli mamy takie dwie klasy odcinków prostolinjo- 
wych, że 

l)żaden odcinek pierwszej klasy nie jest większy od 
jakiegokolwiek odcinka drugiej klasy, 

2) gdy mamy zgóry zadany dowolnie mały odcinek a, 
istnieje zawsze przynajmniej jeden odcinek pierwszej 
klasy i przynajmniej jeden odcinek drugiej klasy, któ- 
rych różnica jest mniejszaododcinka s, 

wówczas istnieje jeden i tylko jeden odcinek, który nie 
jest mniejszy od żadnego odcinka pierwszej klasy, ani 
też większy od żadnego odcinka drugiej klasy. 

Postulat ten wynika z postulatu Dedekinda. Istotnie, załóżmy, że 
mamy dane takie dwie klasy odcinków prostolinjowych, iż 

1) żaden odcinek pierwszej klasy nie jest większy od jakiegokolwiek 
odcinka drugiej klasy, 

2) gdy mamy dany dowolnie mały odcinek s, istnieje zawsze jeden 
odcinek pierwszej klasy i jeden odcinek drugiej, których różnica jest 
mniejsza od s. 

Wybierzmy jakikolwiek odcinek AB, należący do drugiej klasy 
i usuńmy wszystkie inne odcinki tej klasy. Wszystkie odcinki, należące 
do pierwszej klasy i do tej drugiej uszezuplonej klasy, możemy przedsta- 
wić zapomocą punktów, leżących na odcinku AB. W tym celu możemy 
uważać, że punkt M przedstawia odcinek którejkolwiek klasy, równy od- 
cinkowi AM. 

W ten sposób na odcinku AB otrzymamy dwie klasy punktów i bę- 
dziemy mogli podzielić ten odcinek na dwie części, zaliczając do pierw- 
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szej części wszystkie punkty odcinka, które w zwrocie AB poprzedzają 
którykolwiek punkt pierwszej klasy. Do drugiej klasy zaliczymy wszyst- 
kie pozostałe punkty odcinka AB. Ten podział odcinka AB na dwie czę- 
ści czyni, oczywiście, zadość- warunkom stosowalności postulatu Dede- 
kinda, wobec czego możemy powiedzieć, że istnieje jeden i tylko 
jeden taki punkt C, (należący niewątpliwie do drugiej części odcinka), 
że każdy punkt naszego odcinka, poprzedzający C, należy do pierwszej czę- 
ści, wszystkie zaś inne punkty należą do drugiej części. 


Rzecz jasna, że odcinek AC nie jest mniejszy od żadnego odcinka 
pierwszej klasy danych odcinków, ani też nie jest większy od żadnego 
odcinka drugiej klasy. Możemy dodać, że jest to jedyny odcinek posiada- 
jacy tę własność, gdyby bowiem istniał jakiś odcinek ĄD (różny od AC), 
który miałby tę samą własność, wówczas odcinki naszych dwu klas nie 
spełniałyby drugiego warunku, wymienionego w postulacie Cantora. 
Istotnie, w takim razie nie mógłby istnieć taki odcinek pierwszej klasy 
i taki odcinek drugiej, których różnica byłaby mniejsza od różnicy od- 
cinków AC i AD. 


Można postąpić odwrotnie, mianowicie można postulat Dedekin- 
da wysnuć jako wniosek z postulatu Cantora, jeżeli założymy, jako 
postulat, twierdzenie Archimedesa. Odcinek AB niech będzie podzie- 
lony na dwie części a,, a, tak, jak.tego wymaga postulat Dedekinda. 
Obierzmy dowolnie mały odcinek 5; na mocy $ 3-g0, możemy zawsze zna- 
leżć część odcinka AB, która będzie mniejsza od e. Niech będzie nią 
a Podzielmy AB na n równych odcinków. Jeżeli oba końce każdego 
odcinka uważać będziemy za należące do tego odcinka, wówczas łatwo 
zauważyć, że śród tych n odcinków jeden i tylko jeden zawierać będzie 
punkty, należące do obu części a,, a, odcinka AB. Jeśli na tym odcinku 
weźmiemy dwa dowolne punkty, z których jeden należy do części ay, 
drugi zaś do części a, odcinka AB, łatwo widzieć, że odległość między 
temi punktami jest mniejsza od s. Wnosimy tedy, że mając dany dowol- 
nie mały odcinek c, możemy znależć punkt pierwszej części a, i punkt 
drugiej części a,, których odległość będzie mniejsza od vs. 

Każdemu punktowi odcinka AB podporządkujmy teraz odcinek, łą- 
czący ten punkt z punktem A. Otrzymamy dwie klasy odcinków, odpo- 
wiadające dwom częściom ay, a, odcinka AB. Te dwie klasy odcinków 
posiadająjnastępujące własności: 


1) żaden odcinek pierwszej klasy nie jest większy od jakiegokolwiek 
odcinka drugiej klasy, 
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2) jeżeli mamy dany dowolnie mały odcinek s, możemy znaleźć od- 
cinek pierwszej klasy i odcinek drugiej klasy, których różnica jest mniej- 
sza od s. 

Wobec tego istnieje taki odcinek 3, który nie jest mniejszy od 
żadnego odcinka pierwszej klasy, ani też nie jest większy od żadnego od- 
cinka drugiej klasy. Niech będzie M taki punkt na odcinku AB, że AM =ô. 
Każdy punkt odcinka AB, poprzedzający punkt M, należy do pierwszej 
części a, odcinka AB, każdy zaś punkt, następujący po M, należy do dru- 
giej części a,. 

Punkt M jest jedynym punktem, posiadającym powyższą własność. 

Jeżeli natomiast nie założymy postulatu Archimedesa, wówczas 
postulat Cantora nie będzie równoważny postulatowi Dedekinda. 

Jakoż niech odcinek AB będzie podzielony na takie dwie części, że 

1) każdy punkt odcinka AB należy do jednej z tych części, 

2) punkt A należy do pierwszej części, punkt zaś B do drugiej, 


= 

3) każdy punkt pierwszej części poprzedza w zwrocie AB każdy 
punkt drugiej części. 

Każdemu punktowi odcinka AB możemy podporządkować odcinek, 
łączący ten punkt z punktem A. W ten sposób otrzymujemy dwie klasy 
odcinków, odpowiadające punktom dwuch części, na które został podzie- 
lony odcinek AB. 

Te dwie klasy odcinków odznaczają się tym, że żaden odcinek 
pierwszej klasy niejest większy od żadnego odcinka dru- 
giej klasy, nie można jednak powiedzieć, iż mając dany dowolnie mały 
odcinek o, znajdziemy taki odcinek pierwszej klasy i taki odcinek dru- 
giej, których różnica byłaby mniejsza od s. Nie możemy więc dowieść po- 
słulatu Dedekinda, opierając się tylko na postulacie Cantora. 

Aby lepiej uwydatnić różnicę wartości tych 
dwu postulatów, weźmy pod uwagę dwa rów- 
noległe promienie, wychodzące odpowiednio z 
punktów 4, B. Zakładamy przytym, że prosta 
AB ma kierunek różny od kierunku naszych 
promieni (rys. 32), W szczególności weźmiemy pod uwagę wszystkie punkty 
tych promieni, leżące w odległości skończonej. 

Jeżeli wyobrazimy sobie, że punkty pierwszego promienia są upo- 
rządkowane w zwrocie od A do nieskończoności, punkty zaś drugiego 
promienia — w zwrocie przeciwnym, i jeżeli założymy, że każdy punkt 
pierwszego promienia poprzedza każdy punkt drugiego promienia,” wów- 
czas zespół wszystkich tych punktów możemy uważać za.jeden odcinek 


Rys. 32. 


. <= 
o określonym zwrocie, np. za odcinek AB. Oczywista rzecz, że do tego 
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odcinka możemy stosować postulat Cantora, nie zawsze jednak da się 
zastosować do niego postulat Dedekinda. Istotnie, postulatu tego sto- 
sować nie możemy, jeżeli zechcemy podzielić AB na takie dwie części, 
żeby pierwszej z nich odpowiadały wszystkie punkty pierwszego promie- 
nia i tylko te punkty, gdyż wówczas nie mielibyśmy punktu, rozdzielają- 
cego te dwie części. Jeśli przytym założymy, jak to cichaczem zrobiliśmy 
w $ 3-im, że wszystkie punkty odcinka leżą w odległości skończonej, wów- 
czas istnienie odcinka, odpowiadającego naszej figurze, nie jest w sprzecz- 
ności z postulatem Cantora, natomiast sprzeczność jego z postulatem 
Dedekinda jest zupełnie wyraźna i sprzeczności tej przy naszym zało- 
żeniu niepodobna usunąć przez dołączenie punktu, rozdzielającego dwie 
części odcinka. 

Widzimy, że postulat Dedekinda jest równoważny dwom postu- 
latom (Cantora i Archimedesa) razem wziętym. Wzorując się na 
Veronesem, możemy zapomocą nieznacznej zmiany powyższego przy- 
kładu zbudować continuum niearchimedesowe, czyniące zadość wszystkim 
zwykłym postulatom uporządkowania i równości (przystawania). 

W tym celu weźmiemy pod uwagę układ nieskończonych prostych 
równoległych, następujących po sobie w równych odstępach, jak na rys. 33. 
Punkty tych prostych, uważane za jeden zbiór, 
możemy uporządkować w ten sposób, że każdy 
punkt B, leżący wprawo od A na tej samej 
A R prostej, będziemy uważali za następujący po 4, 

Rys. 33. i każdy punkt ©, leżący wyżej od A, będziemy 
również uważali za następujący po A. W takim 
razie nasz układ prostych daje nam zbiór punktów, uporządkowanych 
tak, jak zbiór punktów na linji otwartej, a przytym możemy dla naszego 
zbioru określić równość odcinków (skończonych lub nieskończonych), 
opierając się na tym fakcie, że układ nasz daje się nałożyć sam na sie- 
bie zapomocą przesunięcia płaszczyzny, przyczym każdy punkt układu 
możemy doprowadzić do przystania z każdym innym jego punktem. 

Zbudowany przez nas układ stanowi continuum nie- 
archimedesowe, czyniące zadość postulatom uporządko- 
wania, równości i postulatowi Cantora. 

Można również dowieść niezależności postulatu Archimedesa od po- 
stulatów uporządkowania, równości i przynależności. Trzeba w tym celu 
zbudować, zamiast gieometrji niearchimedesowej jednowymiarowej, takąż 
gieometrję płaszczyzny i przestrzeni. Budowa takiego systemu została wy- 
jaśniona przez Veronesego. W ostatnich czasach podjął to zagadnienie 
Hilbert, którego wspaniałe wywody wpłynęły na odnowienie badań 
krytycznych nad podstawami gieometrji. 
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Nie będziemy jednak zapuszczali się w tę dziedzinę, natomiast, przyj- 
mująe postulat ciągłości w postaci nadanej mu przez Dedekinda, 
wskażemy niektóre wnioski z niego, należące do dziedziny gieometrji ele- 
mentarnej. 

$5. O przecięciu się prostej z kołem. Inny fakt, którego można 
dowieść zapomocą postulatu Dedekinda, jest następujący: 

Jeżeli prosta ma jeden punkt wewnątrz okręgu, dru- 
gi zaś zewnątrz, wówczas ma ona dwa punkty spólne 
z okręgiem^). 

Zanim przystąpimy do dowodu tego twierdzenia, zauważmy, że na 
mocy postulatów o równości możemy uważać za dowiedzione własności 
prostopadłych i pochyłych (wynikające z twierdzenia: „jeżeli w trójkącie 
jeden kąt jest prosty lub rozwarty, wówczas przeciwległy bok jest większy 
od każdego z dwu drugich boków*) oraz własność trójkąta, polegająca 
na tym, że każdy jego bok jest mniejszy od sumy dwu boków pozosta- 
łych. Wszystkie te własności nie zależą od postulatu o równoległych. 

Weźmy pod uwagę okrąg (, którego środkiem jest punkt O, oraz 
prostą r, której [jeden punkt A leży wewnątrz okręgu, drugi zaś B ze- 
wnątrz okręgu. Możemy przytym założyć, że prosta r nie przechodzi przez 
O. Jeżeli przez R oznaczymy promień koła, wówczas, na mocy określe- 
nia, mamy 

ODA; DBZ 


Ze środka O poprowadźmy do r prosto- 
padłą OP. Ponieważ przyprostokątna jest 
mniejsza od przeciwprostokątnej, zatym (o ile 
tylko punkt P jest różny od A) mamy 

OP<OA , 
czyli OBER_ 

Widzimy, że punkt P leży wewnątrz 
okręgu. 

Weźmy pod uwagę skończony odcinek PB. Możemy go podzielić na 
dwie części, zaliczając do pierwszej wszystkie punkty H, dla których ma- 


Rys. 34. 


*) Twierdzenie to należy do postulatów, implicite założonych przez E u- 
klidesa. Niepodobna wysnuć go z postulatów o równości. Postulaty,o równości 
odpowiadają konstrukcjom, które możemy wykonywać zapomocą przyrządu do 
przenoszenia odcinków, a zatym dają one możność ustalenia tylko jed- 
nego szczególnego przypadku naszego twierdzenia, mianowicie tego przypadku, 
gdy prosta przechodzi przez środek koła. (Porówn. tom II niniejszego dzieła). 
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my OH<R (punkty wewnętrzne koła), do drugiej zaś punkty K, dla któ- 
rych OK>R (punkty zewnętrzne koła lub też leżące na okręgu). 

Ponieważ z dwuch pochyłych, poprowadzonych z jednego punktu 
do prostej, dłuższą jest ta, która ma dłuższy rzut, możemy więc twier- 
dzić, że wszystkie punkty odcinka PB, poprzedzające jakiś punkt we- 
wnętrzny koła, leżą wewnątrz okręgu C, wszystkie zaś punkty, następu- 
jące po punkcie, który leży na okręgu Č lub zewnątrz okręgu, same leżą 
zewnątrz okręgu. Ale w takim razie, na mocy postulatu ciągłości, na od- 
cinku PB musi istnieć taki punkt M, że wszystkie poprzedzające go punkty 
należą do pierwszej części, wszystkie zaś następujące po nim należą do 
drugiej części. 

Powiadam, że punkt M jest punktem spólnym prostej r i okręgu C, 
czyli że 

OM=R. 


Przypuśćmy np., że OM<R. W takim razie musi istnieć odcinek a, 
mniejszy od różnicy ROM. Weżmy pod uwagę taki punkt W’, nastę- 
pujący po M, że 

MM'=o. 


Niewątpliwie OM <OM+MM' , 

gdyż każdy bok trójkąta jest mniejszy od sumy dwu boków pozostałych. 
Ale OM+MM'=OM+a<kR , 

czyli OM'<R , 


co jest niedorzeczne. W taki sam sposób łatwo można okazać, że zało- 


żenie 
OM>R 


prowadzi do niedorzeczności. Pozostaje tedy jedna tylko możliwość, mia- 


nowicie musi być 
OM=R . 


Skoro dowiedliśmy, że na prostej r istnieje jeden punkt M spólny 
tej prostej i okręgowi C, łatwo przekonać się, że istnieje na r drugi jesz- 
cze punkt, mający tę samą własność i symetryczny z M względem punktu 
P. Tak więc dowiedliśmy, że prosta, przechodząca przez punkt wewnętrz- 
ny okręgu i przez punkt zewnętrzny, ma z tym okręgiem dwa punkty 
spólne. 


$6. O przecięciu się dwuch okręgów. Analogiczne zagadnienie 
mamy w przypadku, gdy przecinają się dwa okręgi. 
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Jeżeli w danej płaszczyźnie okrąg Č przechodzi przez 
punkt X, leżący wewnątrz innego okręgu C’, oraz przez 
punkt Y, leżący zewnątrz tego okręgu, wówczas dwa te 
okręgi przecinają sięw dwuch punktach. 

Dowód. Niech będą O, 0” środki danych okręgów; promienie ich 
niech będą odpowiednio R i R. Prosta OO” przecina okrąg © w dwuch 
punktach 4, B. Jeden z tych punktów leży, oczywiście, wewnątrz Es 
drugi zaś zewnątrz. Istotnie, leżą one na prostej OO’ z przeciwnych stron 


Rys. 35. Rys. 36. 


punktu O. Niech będzie A ten z nich, który leży z tej strony O, z któ- 
rej znajduje się punkt O' Odcinek AO’ równa się różnicy odcinków 
O0'i R, zaś BO'=00'--R. Z trójkąta A00'X (rys. 35 i 36). widzimy, że 
bok O'X jest większy od różnicy odcinków OO'i R, czyli większy od AO', 
„ponieważ zaś O'X<R', zatyg AO<R'i punkt A leży wewnątrz okręgu 
C. Z trójkąta AOO'Y mamy: O Y<00'--0OY, czyli 0'Y<00'+-R, za- 
tym 0'Y<O'B. Ponieważ 0'Y> R, zatym 0'B>R i punkt B leży zewnątrz 
okręgu C'. 

Punkty A, B dzielą okrąg C na dwa półokręgi. Weżmy pod uwagę 
jeden z nich i wyobraźmy sobie, że został on wykreślony przez punkt, 
poruszający się od A do B. W ten spo- 4 P 
sób ustalamy zwrot na tym półokręgu. A NY 
Obierzmy na nim dwa różne punkty 
P, Q i przypuśćmy, że punkt P poprze- 
dza Q. Porównywając trójkąty AOO'P B 
i A OO'Q, widzimy, że mają one spól- 
ny bok OO' i że OP=0Q oraz 

= POO'< Q00:. Rys. 37. 

Wiemy, że jeśli dwa trójkąty mają » 
po dwa odpowiednio równe boki, kąty zaś między temi bokami zawarte 
nie są sobie równe, wówczas bok przeciwległy mniejszemu kątowi jest 
mniejszy. Tak więc 


O P<O'Q. 
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Jeśli pomyślimy taki podział półokręgu na dwie części, żeby do 
pierwszej części należały wszystkie jego punkty, znajdujące się wewnątrz 
okręgu C’, do drugiej zaś — wszystkie punkty, leżące zewnątrz (', wów- 
czas podział ten czynić będzie zadość warunkom stosowalności postulatu 
Dedekinda'). 

Istnieje tedy punkt M, rozdzielający te dwie części półokręgu. Po- 
wiadam, że O0M=R'. 

Jakoż przypuśćmy, że 0M<HR. Oznaczmy przez 5 różnicę odcinków 
R i O'M, i obierzmy na naszym półokręgu taki punkt M', następujący 
po M, żeby cięciwa MM” nie była większa od 5s**). Z trójkąta AO'MM' 
mielibyśmy ` 

e - O0'M'<0'M-MM'-0O'M+-a , 
zatym OM'=R.. 


Ale w takim razie punkt M' łuku MB musiałby leżeć wewnątrz 
okręgu C’, co jest niedorzeczne. 

Rzecz jasna, że w taki sam sposób dowodzi się niemożliwości zało- 
żenia O'M>R'. Wobec tego musi być O'M=R'. W ten sposób dowiedliś- 
my, że każdy półokrąg okręgu ČC przecina w jednym punkcie okrąg 0’, 
zatym dwa te okręgi przecinają się w dwuch punktach. 

Uwaga. Twierdzenia tego można dowieść inaczej, mianowicie spro- 
wadzając wyznaczenie punktów przecięcia się dwuch okręgów do wyzna- 
czenia punktów, w których jeden okrąg przegina oś pierwiastną tych kół 
(porówn. artykuł IX). 

$ 7. Wiadomo, że długość okręgu określamy na mocy umowy, 


*) W $ 1-ym dowiedliśmy, że postulat Dedekinda, wypowiedziany dla 
odcinków, pozostaje słuszny i dla łuków kół. 

*) W celu wyznaczenia takiego punktu możemy postąpić w następujący 
sposób (rys. 38): przez M prowadzimy prostą różną od OM i na niej odkładamy 


4 odcinek MP= z; łączymy O z P i prowadzimy pro- 


P mień OQ tak, by < POQ= << MOP. 
Punkt M, w którym promień OQ przecina pół- 


q okrąg, czyni zadość naszemu warunkowi, czyli 
M  MM'<a. 


0 Istotnie, prosta MM’ przecina promień OP pod 
Rys. 38. kąten?f prostym w punkcie R, z trójkąta zaś prosto- 
kątnego AMRP wynika, że MR<MP (znak równości 
stosuje się do przypadku, gdy Ri P nie są dwoma różnemi punktami), czyli że 


MR<3 . Ponieważ MR=Ż+MM' zatym musi być MM’'<s. 
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zgodnej z pewnym oczywistym procesem intuicyjnym. Umowa ta opiera 
się na twierdzeniu: 

Dla każdego okręgu istnieje zupełnie wyznaczony 
odcinek, większy od obwodów wszystkich wielokątów 
wpisanych i mniejszy odobwodów wszystkich wieloką- 
tów opisanych. 

W celu ustalenia tego twierdzenia robimy najpierw spostrzeżenie, że 
każdy wielokąt wpisany zawiera się w wielokącie opisanym, że zatym ob- 
wód każdego wielokąta wpisanego musi być mniejszy od obwodu jakie- 
gokolwiek wielokąta opisanego. Pozostaje tylko dowieść, że istnieją zawsze 
dwa wielokąty: wpisany i opisany, których obwody różnią się od siebie 
mniej, niż o dowolnie mały odcinek e. 

W tym celu dowiedziemy najpierw następującego twierdzenia: 

Różnicaobwodów dwuch wielokątów foremnychon 
bokach, z których jeden jest opisany na kole, drugi wpi- 
sany w to koło, jest mniejsza od podwojonej wysokości 
trójkąta równoramiennego, w którym podstawą jest ob- 
wód wielokąta wpisanego, każdy zaś kąt przy podstawie 
równa się !/, części kąta półpełnego. [Porówn. Enriques 
iAmaldi Zasady gieometrji, przekład polski]. 

Niech będą A,4, ... A, oraz B,B, ... Bn wielokąty foremne, z których 
pierwszy jest wpisany, drugi opisany na kole. Trójkąty /44,B,4,, /AA,B3A;... 
są sobie równe. 

W trójkącie AAB, poprowadźmy wy- B, B, 


sokość B,H. Mamy Z A 
| 


B,H>A,B,—A,H , B,H>A,B,—A,H , 
zatym 2B,H>A,B,+4,B,—(A,H+4A,H) , a| 


czyli 2B, H>A,B,4-4,B,—A;A; . Re 
DUŻĄ 


Z pozostałych n—1 trójkątów otrzymuje- B; 
my analogiczne nierówności. Po dodaniu tych Rys. 39. 
n nierówności przekonamy się, że różnica ob- Ę 
wodów dwuch danych wielokątów jest mniejsza od 2n.B,H. 

Jeżeli zbudujemy trójkąt podobny do /14A,B,A,, przyczym za pod- 
stawę weźmiemy obwód wielokąta wpisanego, czyli n.4,4s, wówczas wy- 
sokość jego, poprowadzona do tej podstawy, równać się będzie n.B,H. 
Zauważmy przytym, że %<4A,4,B, równa się '/, kąta półpełnego. Stąd wy- 
pływa, że różnica obwodów dwuch naszych wielokątów jest mniejsza od 
podwojonej wysokości trójkąta równoramiennego, mającego za podsta- 


http://rcin.org.pl 


— 128 — 


wę obwód wielokąta wpisanego, kąt zaś przy podstawie równy *!/, części 
kąta półpełnego. cSbd:40! 

Obwód wielokąta wpisanego jest zawsze mniejszy od 8Kk, gdyż ob- 
wód kwadratu opisanego równa się 8R. Przytym z dwu podobnych trój- 
kątów ten ma większą wysokość, którego podstawa jest większa. Mamy 
tedy następujący 

Wniosek. Różnica obwodów dwu wielokątów forem- 
nych o n bokach, z których jeden jestopisany na kole, 
drugi w to koło wpisany, jest mniejsza od podwojonej 
wysokości trójkąta równoramiennego, którego podstawa 
równa się 8R, kąt zaś przy podstawie równa się !/, części 
kąta półpełnego. 

Niech będzie AB=8R, zaś s niech będzie dowolnie małym danym 
odcinkiem. Zbudujemy na AB trójkąt równoramienny, którego wysokość 


c 0T=7: Weźmy liczbę n tak wielką, żeby było 
n. x BACQ>2d (gdzie przez d oznaczyliśmy kąt 


l sA JE 

prosty), czyli xB >. Jeśli zbudujemy trój- 

A T B 
Rys. 40. 


kąt równoramienny /1ASB, którego kąt przy 


RZE » 2d ; E 
podstawie równa się “n > WÓWCZAS wysokość te- 


go trójkąta musi być mniejsza od CT, czyli mniejsza od =i Wskutek te- 
go różnica obwodów dwuch naszych wielokątów będzie mniejsza od 
s, i twierdzenie zostało dowiedzione. 


$ 8. O teorji mierzenia. Zasada ciągłości znajduje wreszcie zasto- 
sowanie w teorji mierzenia. 

Weźmy pod uwagę promień r, RA początkiem jest punkt O. Na 
nim, poczynając od punktu O, będziemy odkładali każdy dany odcinek. 


Obierzmy na r stały punkt A i umówmy się, że odcinek OQA będzie- 
my uważali za odcinek jednostkowy. Jeżeli = jest jakąkolwiek licz- 
bą ułamkową (m i n są to liczby całkowite dodatnie), wówczas powie- 
my, że = jest miarą odcinka, która stanowi m-tą wielokrotność n-tej 


części odcinka OA. 

Nie wszystkie jednak odcinki są wielokrotnościami odcinka OA lub 
jakiejkolwiek jego części. Jeżeli np. OB równa się przekątnej kwadratu, 
którego bok równa się OQA, wówczas z pewnością niema liczby ułamko- 
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wej, która byłaby miarą odcinka OB w znaczeniu tylko co wyłuszczo- 
nym. Jakkolwiek OB nie ma za miarę żadnej liczby ułamkowej, istnieją 
jednak odcinki, większe lub mniejsze od OB i dowolnie mało różniące 
się od OB, przytym takie, których miarami są liczby ułamkowe. Istotnie, 
niech będzie dany dowolnie mały odcinek MN; wiemy (twierdzenie A r- 
chimedesa), że istnieje tak wielka liczba n, iż nMN>QOA. Oznaczmy 
przez OC n-tą część odcinka OA; wówczas OC< MN. Oznaczmy przez m 
największą liczbę całkowitą dodatnią, dla której mamy 


mOC< OB . 
Niech będą B’ i B” dwa takie punkty, że 
mOC=OB' 
i (m+1)0C=0BP" . 


Rzecz jasna że miary odcinków OB”, OB” są liczbami ułamkowemi, 
że jeden z tych odcinków jest większy, drugi zaś mniejszy od OB, że 
wreszcie odcinki te różnią się od siebie mniej niż o MN, zatym każdy 
z nich różni się od OB mniej niż o MN. 

Możemy tedy utworzyć dwa takie ciągi odcinków, że 1) miarami ich 
będą liczby ułamkowe; 2) pierwszy ciąg składać się będzie z odcinków 
mniejszych od OB, drugi zaś z odcinków większych od OB; 3) odcinki 
„każdego ciągu, poczynając od pewnego określonego odcinka, różnić się 
będą od OB mniej, niż o dany, zresztą dowolnie mały odcinek e. 

Miary odcinków tych dwu ciągów tworzą, oczywiście, dwie klasy 
zbieżne liczb wymiernych; klasy te wyznaczają pewną liczbę nie- 
wymierną, którą przyjmujemy za miarę odcinka OB. 

W ten sposób każdemu odcinkowi podporządkowaliśmy liczbę do- 
datnią, w zupełności wyznaczoną, która jest jego miarą w sensie określo- 
nym przez nas. 

Z drugiej strony wiemy, że każda liczba dodatnia wymierna jest 
miarą jakiegoś odcinka. Teraz dowiedziemy, że każda liczba dodatnia nie- 
wymierna jest również miarą dokładnie wyznaczonego odcinka, tak iż 
każdemu odcinkowi odpowiada oznaczona liczba dodatnia, każdej zaś licz- 
bie dodatniej odpowiada oznaczony odcinek. 

Weźmy pod uwagę dwa zbieżne ciągi liczb wymiernych, wyznacza- 
jące liczbę niewymierną a. Liczbom wymiernym tych dwu ciągów odpo- 
wiadają odcinki, których miarami są te liczby. Wszystkie te odcinki mają 
spólny początek w punkcie O. Punkty końcowe odcinków, odpowiadają- 
cych liczbom pierwszego czyli rosnącego ciągu, muszą poprzedzać punkty 


Zagadnienia gieom. 9. 
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końcowe wszystkich odcinków, odpowiadających liczbom drugiego, male- 
jącego ciągu. Przytym nie mogą istnieć dwa różne punkty M, N, któreby 
następowały po wszystkich punktach końcowych, odpowiadających cią- 
gowi rosnącemu, a zarazem poprzedzały wszystkie punkty końcowe, od- 
powiadające malejącemu ciągowi. Istotnie, gdyby np. punkt M poprze- 
dzał punkt N, moglibyśmy znaleźć taki punkt X, następujący po M, żeby 
odcinek OX posiadał miarę ułamkową, a zarazem różnił się od OM mniej, 
niż o MN. W takim razie punkt X musiałby leżeć między Mi N. Ale 
miarą odcinka OX jest liczba wymierna, zatym liczba ta musiałaby być 
mniejsza od niektórych liczb rosnącego ciągu, albo większa od niektórych 
liczb malejącego ciągu — zależnie od tego, czy byłaby ona mniejsza czy 
większa od a. Tak więc albo punkt M poprzedzałby niektóre punkty, od- 
powiadające ciągowi rosnącemu, albo też N następowałby po niektórych 
punktach, odpowiadających ciągowi malejącemu. 

Widzimy, że (z wyjątkiem conajwyżej jednego punktu) każdy punkt 
promienia r albo poprzedza niektóre punkty, odpowiadające pierwszemu 
ciągowi, albo następuje po niektórych punktach, odpowiadających dru- 
giemu ciągowi. Możemy więc podzielić promień r na dwie części: pierw- 
sza z nich zawiera wszystkie punkty, które poprzedzają niektóre punkty, 
odpowiadające pierwszemu ciągowi, druga zaś zawiera wszystkie pozostałe 
punkty promienia r. 

Oznaczmy przez L jakikolwiek punkt drugiej części. Mamy, oczy- 
wiście, podział odcinka OL na dwie części, przytym podział, czyniący za- 
dość warunkom stosowalności postulatu Dedekinda. Musi zatym ist-* 
nieć punkt Y, rozdzielający dwie części odcinka OŁ, a zarazem dwie czę- 
ści promienia r. Ten punkt Y nie poprzedza żadnego punktu, odpowia- 
dającego rosnącemu ciągowi, i nie następuje po żadnym punkcie, odpo- 
wiadającym ciągowi malejącemu. Jest to jedyny punkt, posiadający tę. 
własność. 

W myśl naszego określenia, miarą odcinka OY jest właśnie liczba 
a. Możemy tedy twierdzić, że każda liczba dodatnia, wymierna czy nie- 
wymierna, jest miarą dokładnie wyznaczonego odcinka. 


Uwaga. Zaznaczam, że w teorji mierzenia stosujemy po kolei postu- 
lat Archimedesa i postulat Cantora (które stanowią niejako dwie 
części postulatu Dedekinda), przyczym 

1) z postulatu Archimedesa wynika, że każdemu odcinkowi od- 
powiada oznaczona liczba, 

2) z postulatu zaś Cantora wynika, że każdej liczbie odpowiada 
oznaczony odcinek. 

Możemy też powiedzieć, że postulat Archimedesa oraz postulaty 
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uporządkowania i równości dla układu jednowymiarowego, wyrażają fakt, 
że układ ten może być uważany za zwykłe continuum prostolinjowe. 
Z tego punktu widzenia postulat Cantora staje się postulatem zupeł- 
ności, czyli wyraża fakt, iż niepodobna rozszerzyć tego układu, jeśli chce- 
my zachować jego własności podstawowe (Hilbert'). 


*) Porówn. też: F. Schur, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1908, $ 8, 
szczególnie zaś str. 184. 
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ARTYKUŁ SZÓSTY. 


O teorji równoważności. 
napisał 


Ugo Amaldi z Modeny. 


$ 1. Ogólne rozważania, dotyczące wielkości gieometrycznych. 
W gieometrji elementarnej mamy do czynienia z różnemi klasami figur, 
które posiadają własności, charakterystyczne dla pojęcia wielkości; 
są to mianowicie własności, dotyczące sumy oraz równości lub nie- 
równości. Do takich figur należą odcinki, kąty, wielokąty, wielościa- 
nysdsf. dt 

Pojmowanie takich figur jako wielkości jest zupełnie zgodne z na- 
szą intuicją gieometryczną. Wskutek tego związki logiczne, właściwe pod- 
stawowemu pojęciu wielkości, znajdują swój wyraz w tak oczywistych 
własnościach tych figur, że robią wrażenie, jakgdyby były po prostu sfor- 
mułowaniem pewnych zasad logicznych. 

Pozory te są złudne. Zaliczenie wymienionych utworów 
gieometrycznych do kategorji wielkości zawiera ukryty 
postulat, który należy wyraźnie wypowiedzieć. Możemy 
ten postulat założyć, opierając się na intuicji, albo też 
możemy spróbować wydedukować go z innych, poprzed- 
nio założonych postulatów. 

Najprostszą klasę wielkości gieometrycznych stanowią odcinki. 
Dwa równe (przystające) odcinki są równemi wielkościami, 
dają się na siebie nałożyć. Tak więc własności, które przypisujemy od- 
cinkom jako wielkościom, są teżsame z zasadniczemi własnościami przy- 
stawania odcinków (porówn. artykuł IV). 

Jeżeli np. sumę odcinków określimy na podstawie konstrukcji gieo- 
metrycznej, polegającej na przenoszeniu odcinków i układaniu ich obok 
siebie na jednej prostej, wówczas własność, iż „sumy odcinków 
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przystających (równych) przystają do siebie (są sobie 
równe)*, przybiera postać cechy, właściwej ogólnemu pojęciu wielkości, 
mianowicie cechy, że „sumy równych wielkości są sobie rów- 
ne*. Tak samo związki, właściwe uporządkowaniu punktów na prostej 
i własnościom wyznaczającym przystawanie (artykuł IV), dają nam kry- 
terjum do porównywania odcinków; na tym kryterjum opieramy określe- 
nie odcinków większych i mniejszych, odpowiadające pojęciu wiel- 
kości. W określeniach tych zakładamy, że jeśli odcinek został po- 
dzielony na części, wówczas suma tych części z pominię- 
ciem jednej jest mniejsza od całego pierwotnego odcin- 
ka. To samo założenie można wypowiedzieć krócej, lecz nie tak ściśle, 
słowami: „całość jest większa od każdej swej części“. 

To, co powiedzieliśmy o odcinkach, można powiedzieć o kątach. Do 
typu wielkości odeinkowych i kątowych (albo liczb, które je przedsta- 
wiają) dają się bezpośrednio sprowadzić inne kategorje figur, np. wszyst- 
kie prostokąty o danej podstawie, wszystkie prostopadłościany i grania- 
stosłupy proste o danej podstawie, wszystkie dwuściany i t. d. Istotnie, 
można ustalić odpowiedniość jednojednoznaczną między figu- 
rami wymienionych kategorji a odcinkami lub kątami (wysokości równo- 
ległoboków, lub prostopadłościanów i graniastosłupów, kąty linjowe dwu- 
ścianów i t. d.), przyczym będą zachowane związki, dotyczące sumy, 
równości i nierówności. 

Gdy mowa o tych kategorjach figur, utożsamiamy przystawanie 
(lub nakładalmość) ich z równością pod względem wielkości”). 

Na nowe klasy wielkości natrafiamy przy badaniu wielokątów, wie- 
lościanów i wogóle pól i objętości. 

I tu również określenie sumy opiera się z konieczności na kon- 
strukcji gieometrycznej, która polega na układaniu płaskich figur na 
płaszczyźnie, bryłowych zaś w przestrzeni w taki sposób, by nie miały 
one żadnych punktów spólnych prócz części konturu. 

Przy badaniu jednak wielokątów, wielościanów, i wogóle pól i obję- 
tości, mamy do czynienia z nowym faktem, że stosunki przystawa- 
nia różnią się zupełnie od stosunku równości pod względem 
wielkości, przytym ten drugi stosunek ma o wiele szerszy zakres. 

Określając równość pól wielokątów i objętości wielościanów musi- 
my uwzględniać pewne warunki, wypływające z faktu, że pola i objęto- 


"), Niektóre podręczniki elementarne nazywają takie figury wielkościa- 
mipierwszego rodzaju. 
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ści winny czynić zadość cechom logicznym pojęcia wielkości. 
Warunki te są następujące: 

1) Wielokąty (wielościany) przystające musimy uważać za równe 
pod względem wielkości. 

2) Sumy (lub różnice) wielokątów (wielościanów) równej wielkości 
(a w szczególności wielokątów i wielościanów przystających) musimy uwa- 
żać za równe pod względem wielkości. 

3) Dwa wielokąty (wielościany) równe co do wielkości trzeciemu, 
muszą być sobie równe. 

4) Jeżeli mamy dane dwa wielokąty (wielościany), wówczas jeden 
z nich musi albo równać się drugiemu co do wielkości, albo musi być 
większy, albo mniejszy od drugiego. 

5) Jeżeli jeden wielokąt (wielościan) jest większy (mniejszy) od dru- 
giego, ten zaś jest większy (mniejszy) od trzeciego, wówczas pierwszy musi 
być większy (mniejszy) od trżeciego. 

6) Wielokąt (wielościan) musi być większy od każdej swej części. 

W jaki sposób można określić równość pól i objętości tak, by uczy- 
nić zadość wymienionym warunkom, w jaki sposób można wogóle ściśle 
uzasadnić teorję wielkości gieometrycznych, dowie się o tym czytelnik 
z krótkiego szkicu historycznego, który poniżej zamieszczamy, i z badań 
krytycznych, które streścimy w dalszych paragrafach. 


$ 2. Teorja równości wielokątów u Euklidesa. Ani określenia, 
ani postulaty, które podaje Euklides w swych „Elemenłach*, nie zawie- 
rają wzmianki o stosunku równości lub nierówności. Wprowadza 
on te stosunki do wykładu jako pierwotne i nieprzywiedlne; dopiero po 
wyliczeniu wszystkich określeń i postulatów, na których wspiera się gmach 
jego gieometrji, formułuje wyraźnie pospolite własności równości, które 
ma zamiar stosować w swych dedukcjach. Z pośród tych „Pojęć po- 
wszechnych* (zowa Ewotar) tylko następujące nie są, zdaniem Heiber- 
ga, apokryficzne *). 

1) [Rzeczy] równe tej samej [rzeczy] są sobie równe. 

2) Jeżeli do równych [rzeczy] dodamy równe, całości 
będą równe sobie. 


*) Dla ścisłości należy zauważyć, że nie wszyscy uczeni podzielają zdanie 
Heiberga. Na przykład, Paweł Tannery uważał wszystkie te „pojęcia po- 
wszechne* za późniejsze wstawki. Świadectwo Herona przemawia za tym, że 
pierwsze trzy znajdowały się istotnie w pierwotnym tekście „Elementów“, co zaś 
do dalszych, to kwestję autentyczności należy uważać za nierozstrzygniętą. Prze- 
kładając dosłownie te „pojęcia powszechne“, zamknęliśmy w klamry wyrazy, któ- 
rych niema w greckim oryginale. [Przy p. tłum.|. 4 
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3) Jeżeli od równych [rzeczy] odejmiemy równe [rze- 
czy], reszty będą równe. 

4) [Rzeczy] przystające do siebie są sobie równe. 

5) Całość jest większa od części. 

Do tych „pojęć powszechnych* należałoby dodać jeszcze następujące, 
którego niema u Euklidesa: 

6) Połowy równych rzeczy są sobie równe. 

Euklides opiera się na tej zasadzie (jakkolwiek nie jest ona nie- 
zbędna), gdy z własności równoległoboków o równych wysokościach i pod- 
stawach wysnuwa analogiczne własności trójkątów *). 

Zbadajmy pokrótce, jaki użytek z tych kryterjów równości robi Eu- 
klides w księdze I i II. 

Należy przedewszystkim zwrócić uwagę na dwa twierdzenia księgi I, 
a to z powodu wielkiej ich doniosłości dla wykładu euklidesowego. Są 
to dwa przypadki równości pól równoległoboków: a) równość pól równo- 
ległoboków, mających równe wysokości i równe podstawy (twierdz. 35, 36); 
b) tak zwane twierdzenie o gnomonie (twierdz. 43). 


W dowodzie pierwszego twierdzenia Euklides powołuje się na 
pierwsze cztery kryterja równości, a mianowicie kryterja 2) i 4) oraz 3) 
i 4) stosuje przy dowodzeniu różnych przypadków tw. 35-go (równoległo- 
boki o spólnej podstawie), kryterjum zaś 1) stosuje wówczas, gdy chce 


') Z nowożytnego punktu widzenia możnaby powiedzieć, że Euklides 
zakłada jako pierwotne (bez określenia) pojęcie równości pól wielokątów 
(porówn. artykuł II). Postulaty, charakteryzujące ten związek, dadzą się tak sfor- 
mułować, by można było teorję euklidesową rozciągnąć na pola, ograniczone 
linjami krzywemi. W tym celu wypadłoby do „pojęć powszechnych* Euklide- 
sa dodać postulat: jeżeli dwa pola nie są równe, wówczas jedno z nich równa 
się sumie drugiego i jakiegoś trzeciego pola (czyli jest większe od drugiego): 
Opierając się na tym postulacie i na poprzednich, można dowieść, że połowy 
równych pól są sobie równe. Mielibyśmy tedy następujący układ postulatów, na 
którym oprzeć można całą teorję równości pól, traktowaną z punktu widzenia eu- 
klidesowego: 

1) Przystające wielokąty (jak również figury o konturze krzywolinjowym) 
mają równe pola. 

2) Dwa pola równe trzeciemu są sobie równe. 

3) Sumy równych pól równają się sobie. 

4) Różnice równych pól równają się sobie. 

5) Żadne pole nie równa się swej części. 

6) Jeżeli dwa pola nie są sobie równe, wówczas jedno z nich jest większe 
od drugiego. 

Porówn. F. Enriques e U. Amaldi, Elementi di Geometria, edizione ri- 
dotta. 
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od tego twierdzenia przejść do następnego (równoległoboki, mające równe, 
lecz nie spólne podstawy). 

Co się tyczy twierdzenia o gnomonie, to równość pól równoległobo- 
ków, które leżą z przeciwnych stron przekątnej, wynika odrazu z kry- 
terjum 3) i 4). 

Zawarte w księdze I zastosowania tych podstawowych twierdzeń, 
dadzą się nawiązać do nich w następujący sposób. 

Z twierdzeń 35 i 36-go wynikają analo- 

giczne twierdzenia o trójkącie (tw. 37, 38; 

porów. też tw. 41 i 42), przyczym, jak już 

wspomnieliśmy, Euklides posługuje się kry- 

terjum 6). Z tych samych twierdzeń oraz 

z kryterjów 1) i 2) wynika twierdzenie Pita- 
Rys. 41. gorasa (tw. 47). 

Na tw. 43-im opiera się przekształcenie 
wielokąta w równoległobok o równym polu, mający daną podstawę i da- 
ny kąt (tw. 44, 45). 

Dowód odwrotnych twierdzeń (tw. 39, 40, 48) opiera się na kryte- 
rjum 5). Dowodząc tw. 39 i 40-go, stosuje Euklides metodę sprowadza- 
nia do niedorzeczności, przyczym wykazuje, że zaprzeczenie podania pro- 
wadzi do wniosku, iż pewne pole równa się swej części. Co się tyczy tw. 
48-go (odwrotne względem tw. Pitagorasa), to można uważać, że Eukli- 
des stosuje pośrednio to samo kryterjum 5), gdyż zawiera się ono w twier- 
dzeniu, że „równe kwadraty mają równe boki*. 

Widzimy, że wymienione twierdzenia księgi I zawierają główną część 
działu, który dziś wykładamy pod nazwą teorji równoważności wieloką- 
tów. Euklides jednak znacznie szerzej rozwija tę teorję, gdyż całą księ- 
gę II poświęca na uzupełnienie jej. 

Nie wdając się w szczegółowe roztrząsanie tej księgi, przypomnę 
tylko, że twierdzenia 1—10 zawierają zasady naszego rachunku algie- 
braicznego, przebrane w szatę gieometryczną. Następują dalej zastosowa- 
nia tych twierdzeń do podziału złotego (tw. 11), do uogólnienia tw. Pita- 
gorasa (tw. 12, 13), do przekształcenia prostokąta w kwadrat (tw. 13). 
Szczególnie ciekawe są tu dwa zagadnienia (tw. 11 i 13), zawierające roz- 
wiązanie gieometryczne równań kwadratowych dwuch specjalnych kształ- 
tów, mianowicie ax=(a—x)? i «x? =ab. Ogólniejsze rozwiązania równań 
kwadratowych otrzymuje Euklides za pomocą teorji proporcji (arty- 
kuł VII). 

Musimy podkreślić, że przy dowodzie tych konstrukcji Euklides 
posługuje się dwoma podstawowemi twierdzeniami o równości pól rów- 
noległoboków (właściwie posługuje się tw. Pitagorasa, opartym na tych 
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twierdzeniach) oraz dwoma lematami (tw. 5 i6), które dziś wyrazilibyśmy 
wzorami | } | 
a a 
(a--b)b-- (5) = (3+b) £ 
a+b? a+b} 
2 | 2 

Prócz tego powołuje się Euklides bezpośrednio na różne kryterja 
równości, szczególnie na kryterjum 3-ie. 

$3. Uwagi historyczne o dalszym rozwoju teorji wielkości wie- 
lokątów. Streściliśmy w ogólnych zarysach euklidesowy sposób uzasad- 
nienia teorji równości pól wielokątów. Zobaczymy teraz, w jaki sposób 
powstała i jak rozwijała się krytyka, z której wzięły początek nowożytne 
poglądy na tę sprawę. 

U Euklidesa brak wszelkiego usprawiedliwienia wielości kry- 
terjów, mających służyć do rozpoznawania równości gieometrycznej figur. 
Niesprzeczność tych kryterjów uważa on za rzecz, którą można bezpo- 
średnio założyć, gdyż odnoszące się do nich zasadnicze twierdzenia uważa 
za wzięte bezpośrednio z logiki, z tej pierwotnej i niewzruszonej pod- 
sławy wszelkiej spekulacji naukowej. Pochodzi to stąd, że stosując „po- 
jęcia powszechne* do badania figur gieometrycznych, Euklides 
zgóry implicite zakłada, że figury gieometryczne należą do lo- 
gicznej kategorji wielkości. 

Tak samo postępuje wiele nowożytnych podręczników, powstałych 
pod mniej lub więceż bezpośrednim wpływem Euklidesa, mianowicie 
całą teorję wielkości gieometrycznych opierają one na tej samej zasadzie, 
implicite założonej. Tak postępują np. Legendre, Baltzer, Amiot— 
że wspomnę tylko o dziełach powszechnie znanych. 

Trzeba jednak zaznaczyć, że nowożytne podręczniki odróżniają 
przystawanie figur (czyli równość na podstawie nakładalno- 
ści—por. artykuł IV), które nazywają poprostu równością, od ogólne- 
go związku równości pod względem wielkości, który to związek nazywają 
równoważnością. Określenia jednak równoważności, podawane w pod- 
ręcznikach, są najzupełniej iluzoryczne *). 


ab—(a — 


*) Legendre (Eléments de Géométrie, livre III) powiada: „równoważnemi 
będę nazywał figury, mające równe pola*. 

Baltzer powiada: „wielkość powierzchni nazywamy polem (Inhalt), 
albo: „dwa równoległoboki (trójkąty) o równych wysokościach są równoważ- 
ne, czyli mają równe pola“. 

Wreszcie Amiot oświadcza: „powiadamy, że dwie figury są równoważne, 
jeżeli mają tę samą rozciągłość (la même étendue), lecz nie mają tego samego 
kształtu“. 
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A jednak już przed wielu laty pokazał Gerwien, jaki może być 
punkt wyjścia ścisłej teorji wielkości wielokątów. Wykazał on mianowi- 
cie zapomocą faktycznie dokonanych konstrukcji, że każde dwa wielokąty 
płaskie lub kuliste, o ile mają równe pola, dają się rozłożyć na równe 
liczby wielokątów, parami do siebie przystających”). 

Tę samą uwagę, dotyczącą wielokątów, znajdujemy u Wolfganga 
Bolyai*a w dziele: Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos 
purae... introducendi (Maros- Vasarhely, 1832 - 33). O dowolnych polach 
dowodzi Bolyai następujących twierdzeń: 

1) Jeżeli dwie równe figury pokrywają się częścio- 
wo, wówczas niepokrywające się ich części dają się roz- 
łożyć na części parami równe. 

2) Jeżeliod dwuch równych figur odejmiemy równe 
części, będziemy mogli rozłożyćotrzymane reszty na czę- 
ści parami równe. 

Drugie twierdzenie jest prostym wnioskiem z pierwszego, ale dowód 
tego pierwszego twierdzenia, podany przez Bolyai'a, prowadzi w bar- 
dzo wielu wypadkach do kolejnych podziałów bez końca. Bolyai zda- 
wał sobie sprawę z tej wady swego dowodu i starał się usunąć ją za- 
pomocą pewnych uwag, ale uwagi te są zgoła niewystarczające. 

Łobaczewskij w swych Geometrische Untersuchungen zachował 
wprowadzone przez Legendre'a rozróżnienie równości (przysława- 
nia), od równoważności figur. Jako kryterjum równości podaje Ło- 
baczewskij IV „pojęcie powszechne* (nakładąlność), za kryterja 
zaś równoważności uważa II i III „pojęcia powszechne* (suma i róż- 
nica figur równych). 

Jak dotąd jednak nikt nie poddał badaniu krytycznemu i dydak- 
tycznemu tych podstaw, na których Euklides oparł swą teorję rów- 
ności (właściwie równoważności i przysławania, jako szczegól- 
nego przypadku równoważności). Badanie to podjął po raz pierwszy Du- 
hamel**). Roztrząsając podstawy nauki o rozciągłości, podkreślił on 
przedewszystkim, że dla każdej klasy figur, które studjujemy w gieometrji, 


*) Dwa artykuły w Crelle's Journal, t. V, 1883 r. pod tytułem: Zer- 
schneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen geradlinigen Figuren in dieselben 
Stiicke. x 

Zerschneidung jeder beliebigen Menge von verschieden gestalteter Figuren von 
gleichem Inhalt auf der Kugelfläche in dieselben Stücke. 

**) Des méthodes dans les sciences de raisonnement. Deuxième Partie. Paris. 
Gauthier-Villars. Porówn. szczególnie rozdziały I i V oraz Note sur léquivalence, 
str. 445—450. 
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powinniśmy określić pojęcia sumy, części, większości i mniej- 
szości. Po ustaleniu takich określeń, V „pojęcie powszechne* Eu- 
klidesa traci charakter prawdy, zaczerpniętej z intuicji (véri- 
tć de sentiment), a staje się poprostu prawdą na mocy określenia. Du- 
hamel zaznaczył również, że należałoby różne kryterja „równości*, któ- 
remi posługuje się Euklides, sprowadzić do jednego kryterjum; w tym 
celu, zachowując, jak to czynili Legendre i Łobaczewskij, termin 
„równość* dla oznaczenia nakładalności czyli przystawania figur, proponuje 
Duhamel nazywać równoważnemi figury, które są sumami fi- 


Rys. 42. 


gur parami równych. Opierając się na tym określeniu, wykłada on 
pierwsze twierdzenia o równoważności wielokątów (odpowiadające twier- 
dzeniom I księgi „£lementów*). W szczególności, nie posługując się III-im 
„pojęciem powszechnym“ (równość wielkości, które są różnicami odpo- 
wiednio równych wielkości), zamiast euklidesowego dowodu twierdzenia: 
„równoległobokiorównych wysokościachirównych pod- 
stawach są równoważne“, podaje Duhamel dowód, w którym 
dwa dane równoległoboki rozkłada na jednakową liczbę części przystają- 
cych, opierając się przytym na postulacie Archimedesa (artykuł V). 
Dowód ten wynika odrazu z rysunku 42. 

A. Faifofer w swych Elementi di Geometria, których pierwsze wy- 
danie ukazało się w 1880 r., rozwija szczegóło- 
wo teorję równoważności wielokątów, naszkico- 
waną przez Duhamela. Podaje on pierwszy 
dowód twierdzenia o gnomonie, oparty na kry- 
terjum równości sum. Jak widać z rys. 43, dwa 
równoległoboki, leżące z przeciwnych stron prze- 
kątnej, mają wysokości i podstawy odpowiednio Rys. 43. 
równe wysokościom i podstawom dwuch innych 
równoległoboków, te zaś, jak łatwo widzieć, mają wysokości i podstawy 
równe. Faifofer uzależnia bezpośrednio od tego twierdzenia przekształ- 
cenie prostokąta w kwadrat oraz podział złoty. Zmienia on przytym 
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dowód euklidesowy tak, by oprzeć go jedynie na kryterjum równości 
sum *). 

W ten sposób została zbudowana, zgodnie z poglądami Duhame- 
la, część teorji równoważności, zawierająca twierdzenia proste, natomiast, 
jak zauważył A. De Zolt, w części, zawierającej twierdzenia odwrotne, 
pozostała pewna luka. 

Podany przez Faifofera dowód apagogiczny twierdzenia: „je- 
żeli równoważne trójkąty mają równe boki, wówczas wy- 
sokości odpowiadające tym bokom są sobie równe“ opie- 
rał się w gruncie rzeczy na twierdzeniu: „prostokąty o równych 
podstawach, lecz nierównych wysokościach, nie są rów- 
noważne*. Otóż De Zolt zauważył, że tego ostatniego twierdzenia 
nie można dowieść, jeżeli nie założymy pewnej zasady, która wydaje się 
oczywistą, gdyż odpowiada jednej z podstawowych własności pojęcia wiel- 
kości, ale w ścisłym wykładzie gieometrji musi być albo dowiedziona, albo 
wyraźnie sformułowana jako postulat. 

De Zolt sformułował swą zasadę w następujący sposób: „Jeżeli da- 
ny wielokąt podzielimy w dowolny sposób na częściijed- 
ną znich usuniemy, wówczas niepodobna będzie tak uło- 
żyć pozostałych części, by pokryły one dany wielokąt**'). 

Gdyby się udało dowieść tej zasady gieometrycznie, możnaby podać 
ścisłą teorję równoważności wielokątów, żadne jednak próby dowiedzenia 
tej zasady nie doprowadziły do wyników zadowalających ***). To też 


*) Porówn. I wydanie podręcznika Enriques e Amaldi Elementi di 
Geometria, Bologna 1908. 

**) Principii della egualianza di poligoni (equivalenza di poligoni) preceduli 
da alcuni cenni critici sulla teoria della equivalenza geometrica. Milano, Briola 1881. 
Porówn. też A. De Zolt. Principii della egualianza di poliedri e di poligoni sferici. 
Milano, Briola, 1883. Konieczność ustalenia takiej zasady uznał również O. 5to lz, 
Monatshefte fiir Mathem. u. Physik, 1894. 

*) Sam De Zolt w pierwszej z wymienionych rozprawek podaje kilka 
uwag, które wyjaśniają treść intuicyjną jego zasady, nie mają one jednak ani cha- 
rakteru, ani wartości dowodu gieometrycznego. Faifofer próbował z początku po- 
dać nowy dowód (Periodico di Matem. I, str. 13); chciał on mianowicie dowieść bez- 
pośrednio i zapomocą faktycznych konstrukcji twierdzenia Bolyai'a: „jeżeli 
od dwuch równoważnych wielokątów odejmiemy po jednej 
części równej trzeciemu wielokątowi, wówczas pozostałe 
częścitych dwu wielokątów będą równoważne, Zaraz jednak De 
Paolis zauważył (tamże, str. 44), że dowód Faifofera, jak i dowód samego 
Bolyai'a, nie wyklucza możliwości przypadku, w którym taką konstrukcję wy- 
padłoby powtarzać do nieskończoności. 

Ten sam zarzut uczynić można dowodowi M. Gremigni'ego (Rivista di 
Matematica, 1893). s 
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większość włoskich podręczników szkolnych gieometrji podaje. teorję rów- 
noważności wielokątów w tej postaci, jaką jej nadał Faifofer zgodnie 
z pomysłem Duhamela, z tą tylko różnicą, że zasadę De Zolta wpro- 
wadzają wyraźnie jako postulat. 

Zasada ta jednak nie jest niezależna od postulatów, które Hilbert 
nazywa postulatami łączności, uporządkowania i równości 
(przystawania). Jakoż F. Schur wskazał, w jaki sposób można wyłożyć 
ściśle teorję wielkości wielokątów, nie dodając żadnego nowego postula- 
tu do tych, na których opierają się teorja równości wielokątów i teorja 
odcinków proporcjonalnych *). Schur określa równość pól wielokątów 
jako równoważność czyli rozkładalność na części równe, poczym wy- 
kazuje, że między polami wielokątów a oo! prostokątami o pewnej zgóry 
zadanej wysokości h można ustalić odpowiedniość, przy której zacho- 
wane są własności sumy, równości i nierówności. Odpowiedniość 
tę można ustalić tak, by 

a) dwom wielokątom równoważnym odpowiadał ten sam prostokąt 
(o wysokości =h), i odwrotnie; 

b) sumie każdych dwu danych wielokątów odpowiadał prostokąt, 
którego wysokość =h i który jest sumą dwuch prostokątów, odpowiada- 
jących tym dwu wielokątom. 

W ten sposób możemy przenieść bezpośrednio na pola wieloką- 
tów wszystkie własności, które cechują prostokąty o wysokości h jako 
pewien rodzaj wielkości, a które w gruncie rzeczy są tożsame z własno- 
ściami pewnych odcinków, mianowicie podstaw prostokątów. W szczegól- 
ności możemy w ten sposób dowieść zasady De Zolta, a nawet możemy 
zupełnie ściśle dowieść ogólniejszej, podstawowej zasady, że pola 
wielokątów tworzą klasę wielkości. 

Co się tyczy szczegółów dowodu, to Schur najpierw ustala, że dwa 
prostokąty są równoważne, jeżeli boki jednego są wyrazami skrajnemi 
proporcji, boki zaś drugiego—wyrazami środkowemi. Polem trójkąta na- 
zywa on prostokąt, którego jeden bok równa się pewnemu zgóry zada- 
nemu odcinkowi h, drugi zaś bok jest czwartym proporcjonalnym do tego 
odcinka h, do boku trójkąta i do połowy odpowiedniej wysokości trój- 
kąta. Dalej, opierając się na wymienionym powyżej twierdzeniu, dowodzi 


*) Sitzungsberichte der Dorpater Naturforscher-Gesellschaft. Jahrg. 1892. Roz- 
prawa ta ukazała się w przekładzie włoskim p. t. SulVarea delle figure piane limi- 
tate da linee rette (Periodico di Matem. VIII, str. 153). Nadmiernie zwięzły wykład 
tej rozprawki uzupełnił Biasi w artykule: Ancora sulla equivalenza dei poligoni 
(Periodico di Matem., IX, str. 85), w którym podaje pewne szczegóły metody 
Schura, zakomunikowane mu przez autora. 
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Schur, że pole trójkąta jest równoważne temu trójkątowi iże nie zależy 
ono od wyboru boku, którym posługujemy się przy budowaniu tego pola. 
Wynika stąd, że trójkąty o równych polach są równoważne. Schur opa- 
truje następnie pola trójkątów znakami, mianowicie przypisuje im znaki 
dodatnie lub ujemne zależnie od tego, czy przy danym obiegu pó kontu- 
rze trójkąta wnętrze tego trójkąta leży zawsze z lewej strony, czy z prawej. 

W dalszym ciągu dowodzi Schur podstawowego twierdzenia: su- 
ma algiebraiczna pól trójkątów, mających za podstawy 
boki danego wielokąta, za spólny zaś wierzchołek dowol- 
ny punkt w płaszczyźnie wielokąta, nie zależy od wybo- 
ru tego punktu. Wreszcie określa on pole wielokąta jako sumę al- 
giebraiczną prostokątów, która — jak tego poprzednio dowiódł—jest stała, 
i wykazuje, że jakkolwiek podzielimy wielokąt na części 
wielokątne, zawsze suma pól tych części musisię równać 
polu wielokąta. 

Na tej samej zasadzie opierają się wszystkie późniejsze, przez róż- 
nych autorów podawane dowody twierdzenia, iż pola wielokątów tworzą 
klasę wielkości. Należą do nich, między innemi, dowód Veronesego”) 
który przytoczymy w całości jako bardzo prosty i piękny, oraz dowody 
Rausenbergera*) Gćrarda**) i Lazzeri'ego***), które naszki- 
cujemy tylko pokrótce. 

Dowód Rausenbergera jest zupełnie podobny do dowodu 
Schura, jakkolwiek zdaje się, że autor dowodu Schura nie znał. Róż- 
nica między niemi jest natury czysto dydaktycznej. Mianowicie, za- 
miast mnogość wielokątów podporządkować mnogości prostokątów, opa- 
trzonych znakami i mających daną wysokość, Rausenberger zakłada, 
jako rzecz znaną, teorję mierzenia odcinków i wprowadza pojęcie pola 


*) Dimostrazione della proposizione fondamentale dell'equivalenza delle fi- 
gure. Atti del R. Istituto Veneto di scienze, lettere ed arti, t. VI, s. VIII, 1894—95. 

**) Das Grundproblem der Flächen- u. Rauminhaltslehre, Mathem. Annalen 
1893, XLII, str. 275—284. 

***) Sur le postulat relatif a Vćquivalence des polygones considćrć comme co- 
rollaire du thóorćme de Varignon. Bulletin de la Soc. Mathem. de France, 1895, 
XXIII, str. 268—269. Porównaj też doskonały podręcznnik B. Niewenglowski 
et L. Gérard Cours de Géométrie élémentaire, w którym czytelnik znajdzie stresz- 
czenie innych artykułów Gérarda o tej samej kwestii. 

****) Sulla teoria dellequivalenza geometrica. Periodico di Matem. 1895. Aby 
dowieść, że istnieje jeden tylko prostokąt o danej wysokości, który podporządko- 
wujemy wielokątowi, Lazzeri ucieka się do twierdzenia Papusa, czyli do 
tw. Pascala dla pary prostych. Porówn. dowód Hilberta w $ 5-ym niniej- 
szego artykułu. 
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(Flichenwerth) jako funkcji liczbowej „der Bestimmungsstiicke* wie- 
lokątów. 

Daleko oryginalniejszy jest dowód Gérarda. Jeżeli przez vi O 
oznaczymy odpowiednio wektor oraz punkt w dowolnej płaszczyźnie, 
której jedną oznaczoną stronę bierzemy pod uwagę, wówczas momen- 
tem wektora v względem punktu O nazywamy iloczyn długości 
(tensora) wektora v przez odległość punktu O od prostej, na której 
leży wektor v. Moment ten uważamy za dodatni lub ujemny, zależnie od 
tego, czy O znajduje się z lewej czy z prawej strony prostej, na której 
leży wektor v i która ma zwrot zgodny ze zwrotem tego wektora. 

Gérard ustala najpierw znak obiegu po konturze niezwiązanego 
wielokąta P; mianowicie za dodatni uważa obieg, przy którym punkty 
wewnętrzne wielokąta leżą zawsze z lewej strony. Momentem wielo- 
kąta P względem dowolnego punktu O, leżącego w płaszczyźnie 
wielokąta, nazywa on sumę momentów (względem O) wszystkich wekto- 
rów, tworzących kontur wielokąta P. Dalej, opierając się na twierdzeniu 
Varignona („moment wektora wypadkowego równa się sumie momen- 
tów wektorów składowych*), które zgodnie z założeniem autora winno 
być dowiedzione niezależnie od pojęcia pola, dowodzi Gérard, że m o- 
ment wielokąta P względem dowolnego punktu, wziętego 
w płaszczyźnie wielokąta, nie zależy od obioru tego 
punktu. Stąd odrazu wynika, że jeżeli P rozłożymy na dowolną liczbę 
k części wielokątnych P,, P,, P, ... P,, wówczas moment wielokąta 
P równa się sumie momentów poszczególnych części P; 
P,.. PP, Teraz już widać odrazu, w jaki sposób można dowieść zasady 
De Zolta. 

Dowód Lazzeri'ego różni się od poprzednich charakterem bar- 
dziej gieometrycznym. Zbudowany on został według schematu Schura, 
ma jednak w porównaniu z nim pewne zalety dydaktyczne. W szczegól- 
ności Lazzeri nie opiera się na pojęciu pól ujemnych i sprowadza do 
minimum (jakkolwiek nie usuwa całkowicie) posługiwanie się teorją pro- 
porejonalności. 

Należy jeszcze wspomnieć o dowodzie Hilberta). Podobny on jest 
do dowodu Schura, a jeszcze bardziej do dowodu Rausen bergera, 
ale gienialne rozważania krytyczne, na których tle on powstał i które 
stanowią właściwy jego cel, rzucają na niego specjalne światło i czynią 
go o wiele bardziej interesującym od tamtych dowodów. To też omówi- 
my go szczegółowo. 


*) Grundlagen der Geometrie, III Aufl. 1900, rozdział IV. 
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$ 4. Podany przez Veronesego dowód zasadniczego twierdzenia 
teorji wielkości wielokątów. Zakładamy, że teorja proporcji jest już 
znana. 

Określenie. Dwa wielokąty nazywamy równoważnemi, 
jeżeli są one sumami wielokątów parami równych. 

Widać odrazu, że określona w ten sposób równoważność posia- 
da własność przechodniości, czyli że jeśli jakiś wielokąt jest rów- 
noważny drugiemu, ten zaś drugi równoważny trzeciemu, wówczas trzeci 
jest równoważny pierwszemu. 

Niech będzie dany trójkąt ABC. Weżmy dowolny odcinek h i prze- 

NIP E SUBA kształóćmy dany trójkąt w inny, mający wy- 

AEE sokość =h. Rozwiązanie zadania jest znane. 

i Obieramy jeden bok trójkąta, np. bok AC, i z tej 
ih strony boku AC, z której leży wierzchołek B, 
prowadzimy prostą, równoległą do AC i odległą 
od tego boku o h. Jeden z dwu pozostałych 
boków trójkąta, np. bok AB, przedłużamy aż 
Rys. 44, do przecięcia się w punkcie Æ z naszą równo- 

ległą. Łączymy E z C i prowadzimy z punktu 

B prostą BD, równoległą do EC. Trójkąt AED jest żądanym trójkątem. 

Zamiast przedłużać bok AB, mogliśmy przedłużyć CB; otrzymalibyś- 
my trójkąt D'E'C. Powiadam, że podstawy obu zbudowanych przez nas 
trójkątów, czyli odcinki AD i D'C są sobie równe. Istotnie, mamy 


(1) AD:AC=AB:AE . 
D'C:AC=CB:CE'. 
Ale AB:AE=CB:0E', 
skąd wynika, że AD=DC. 
Jeżeli poprowadzimy równoległą nie do AC, lecz do innego boku 
trójkąta, zbudujemy trójkąt, którego pod- AU PE POBOCZA 


stawa będzie się jednak równała odcinko- f 
wi AD. Istotnie, poprowadźmy równoległą À 
do AB. Figura, utworzona przez boki AB, 
AQC i przez dwie proste, poprowadzone 
równolegle do nich w odległości h, jest 
rombem, czyli AF=AH'". Jeżeli otrzyma- 
liśmy odcinek AD” jako podstawę prze- 
kształconego trójkąta, mamy 

4D":AB=AC:AE" . 

Ale z (1) wynika, że 
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AD:AB=AC:AE , 
zatym AD=AD"'. 


Wobec tego mamy zupełne prawo uważać odcinek AD za sprzę- 
żony z trójkątem ABC względem odcinka h. W dalszym ciągu 
będziemy zawsze mieli na myśli odcinki, sprzężone z trójkątem wzglę- 
dem tego samego odcinka h. 

Dla krótkości będziemy nazywali podziałem przez poprzecz- 
ne każdy podział trójkąta na części, wyznaczony przez odcinki, wycho- 
dzące z jednego wierzchołka i kończące się na przeciwległym boku albo 
danego trójkąta, albo jednego z trójkątów, otrzymanych z danego przez 
kolejne podziały. 

„Lemat I. Jeżeli trójkąt podzielimy zapomocą po- 
przecznych na części trójkątne, wówczas odcinek, sprzę- 
żonyzdanym trójkątem, będzie sumą odcinków, sprzężo- 
nych z poszczególnemi trójkątami, na które podzieliliś- 
my dany trójkąt i których suma równa się temu trój- 
kątowi. 

Dowiedziemy najpierw twierdzenia w przypadku, gdy dany trójkąt 
ABC został podzielony na dwa trójkąty zapomocą 
prostej, przechodzącej przez wierzchołek B. 

Jeżeli AD jest odcinkiem sprzężonym z trójką- 
tem ABCO, zaś AD,—odcinkiem sprzężonym z trójką- 
tem ABC,, mamy 


AD:AC=4AB:4E 
AD,:AC,=AB:AE, 
zatym DD,:C,C=AB:AE. Rys. 46. 


Zbudujmy odcinek (,X, sprzężony z trójkątem C,BC. Będziemy 
mieli 


0,X:0,C=C,B:C,E, . 


Ponieważ jednak (,B:C,E,=AB:AE , 
zatym C,X:C,C=AB:AE , 
czyli (,X=D,D . 


Mamy tedy dwa trójkąty ABC, C,BC, których suma równa się trój- 
kątowi ABC; z dwoma pierwszemi trójkątami są sprzężone odcinki AD}, 
D,D, których suma równa się AD, czyli równa się odcinkowi, sprzężone- 
mu z trójkątem ABC. 

Stosując w dalszym ciągu tylko co dowiedzioną własność, dowiedziemy 
naszego lematu. Lemat ten orzeka właściwie, że działanie, polegające na pod- 

Zagadnienia gieom. 10. 
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porządkowywaniu każdemu trójkątowi odcinka z nim sprzężonego, posiada 
ze względu na sumę własność rozdzielności, jeżeli poszczególne trój- 
kąty zostały otrzymane z trójkąta-ssumy zapomocą podziału przez po- 
przeczne. 

Ten warunek ograniczający da się usunąć na mocy następującego 
lematu. 

Lemat II. Każdy podział trójkąta na trójkąty, jak rów- 
nież podział tego podziału na nowe trójkąty, możemy 
otrzymać, stosując kolejno podziały przez poprzeczne”). 


A Przedewszystkim jest rzeczą oczywistą, że zapo- 
mocą poprzecznych możemy tak podzielić trójkąt, 
by żaden wierzchołek cząstkowych trójkątów nie zna- 
lazł się ani wewnątrz danego trójkąta, ani też na 
jednym z jego boków. Istotnie, jeżeli w ten sposób 

g podzieliliśmy trójkąt ABC i jeżeli BC jest tym bo- 
kiem, na którym nie leży żaden wierzchołek cząst- 
kowego trójkąta, wówczas niewątpliwie te wierzchoł- 
ki znajdują się na bokach AB, AC. Jeżeli wszystkie 

one leżą na jednym z tych boków, wówczas podział został dokonany za- 

pomocą poprzecznych, wychodzących z przeciwległego wierzchołka. Jeżeli 
na obu tych bokach znajdują się wierzchołki cząstko- 
wych trójkątów, możemy oznaczyć literami B, C' te 

z nich, które leżą najbliżej wierzchołków B, C (rys. 48). 

Odcinek B'O’ musi być bokiem cząstkowego trójkąta, 

czworobok zaś BCC'B' musi być podzielony na trójkąty 

tak, by wierzchołki ich nie leżały ani wewnątrz czwo- 

roboku, ani wewnątrz jego boków. Wobec tego czwo- Rys. 48. 

robok BCC'B' musi być podzielony na dwa trójkąty 

zapomocą przekątnej, np. zapomocą BC. 


Jeśli teraz w trójkącie ABC weżmiemy pod uwagę poprzeczną B'O, 
w trójkącie zaś AB'C poprzeczną BC, przekonamy się, że trójkąt AB'C' 
jest podzielony na trójkąty cząstkowe, przyczym boki jego AC', AB' za- 
wierają każdy o jeden wierzchołek mniej, niż odpowiednie boki trójkąta 
ABC. Postępując dalej w taki sam sposób, przekonamy się, że dany po- 
dział trójkąta ABC da się otrzymać na drodze kolejnych podziałów, do- 
konanych zapomocą poprzecznych. 


Rys. 47. 


*) Dowód Veronesego można wysnuć z dowodu, który ten sam autor 
podał dla analogicznego lematu o czworościanach ($ 9). Aby uniknąć powtarzania 
się, woleliśmy podać tu dowód Hilberta. 
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Przechodząc teraz do dowolnego podziału trójkąta ABC na trójkąty 
Ap poprowadźmy z jednego wierzchołka, np. z A, wszystkie poprzeczne, 
przechodzące przez poszczególne wierzchołki trójkątów /x,. Poprzeczne te 
dzielą trójkąt ABC na trójkąty A, a zarazem dzielą trójkąty A; na no- 
we trójkąty i na ezworoboki. Prowadząc w każdym z tych czworoboków 
po jednej przekątnej, otrzymamy podział trójkątów A^; na trójkąty ^+% 
Otóż chcemy dowieść, że trójkąty A; możemy otrzymać zapomocą sa- 
mych tylko poprzecznych i to zarówno wówczas, gdy wyjdziemy tylko 
Z-A jak i wówczas, gdy wyjdziemy tylko z A% 

Jest rzeczą jasną, że żaden wierzchołek trójkątów /x,, na które po- 
dzieliliśmy wszystkie ^A, nie leży wewnątrz boku, przeciwległego kątowi 
A, zatym, na mocy poprzedniego, twierdzenie zostało dowiedzione. 

Co się tyczy podziału trójkątów /A,;, to weźmy pod uwagę jeden 
którykolwiek z nich. Wewnątrz tego trójkąta nie może znaleźć się żaden 
wierzchołek trójkąta grupy Aş gdyż poprzeczne w trójkącie ABC wy- 
chodzą z wierzchołka A. Po-wtóre, albo jedna z poprzecznych wychodzą- 
cych z wierzchołka A zawiera bok obranego trójkąta A;, a w takim ra- 
zie napewno żaden wierzchołek A, nie leży na tym boku, albo też jedna 
z poprzecznych dzieli trójkąt A, na dwa trójkąty, i na spólnym ich bo- 
ku nie leży żaden wierzchołek trójkątów ^A, Stąd i z uwagi uczynionej 
na początku wynika, że zapomocą samych tylko poprzecznych można po- 
dzielić zarówno każdy trójkąt A,, jak każdy A» na trójkąty ^ Ponie- 
waż trójkąt ABC został podzielony na ^A, zapomocą poprzecznych, zatym 
lemat został dowiedziony. 

Zwróćmy teraz uwagę na odcinki, sprzężone z trójkątem ABC i z trój- 
kątami A, Trójkąty A; możemy otrzymać z ABC zapomocą samych 
tylko poprzecznych, zatym z lematu I wynika, że odcinek, sprzężony 
z ABC, jest sumą odcinków, sprzężonych z trójkątami A;. Z drugiej 
strony wiemy, że wszystkie trójkąty A^, z których składa się którykol- 
wiek z trójkątów ^, możemy otrzymać zapomocą samych tylko po- 
przecznych, zatym odcinek sprzężony z tym trójkątem ^A, jest sumą od- 
cinków, sprzężonych ze składającemi go trójkątami /A,. Jeżeli tedy utwo- 
rzymy sumę odcinków, sprzężonych ze wszystkiemi trójkątami ^% 
i składniki tej sumy ugrupujemy w ten sposób, by poszczególne grupy 
odpowiadały trójkątom /A;, wówczas stanie się rzeczą oczywistą, że odci- 
nek, sprzężony z trójkątem ABC, równa się sumie odcinków, sprzężonych 
z poszczególnemi trójkątami A;. 

Mamy tedy następujące: 

Twierdzenie. Jeżeli dany trójkąt podzielimy w dowolny 
sposób na trójkąty, wówczas odcinek sprzężony z danym 
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trójkątem, będzie się równał sumie odcinków, sprzężo- 
nych ztrójkątami cząstkowemi. 


Wniosek. Jeżeli dowolny wielokąt podzielimy dwoma 
różnemi sposobami na trójkąty, wówczas suma odcinków, 
sprzężonych ztrójkątami jednego podziału, równać się 
będzie sumie odcinków, sprzężonych z trójkątami dru- 
giego podziału. 

Jakoż oznaczmy przez A’ trójkąty pierwszego podziału, przez A” 
trójkąty drugiego podziału i wyobraźmy sobie, że na danym wielokącie 
oba podziały zostały dokonane jednocześnie. W ten sposób (prowadząc 
w razie potrzeby dodatkowe odcinki) będziemy mieli podział wielokąta 
na trójkąty A”, które ugrupowane w pewien sposób dadzą trójkąty A, 
ugrupowane inaczej dadzą trójkąty A”. Jeżeli tak samo dwoma sposoba- 
mi ugrupujemy odcinki sprzężone z trójkątami A”, wówczas stanie się 
oczywistym fakt, że suma odcinków, sprzężonych z trójkątami A”, równa 
się sumie odcinków, sprzężonych z trójkątami A”. 


Możemy teraz nazwać odcinkiem sprzężonym z danym 
wielokątem sumę odcinków, sprzężonych z poszczególnemi trójkątami 
dowolnego podziału wielokąta. 


Nie istnieje żaden wielokąt niezwiązany, którego odcinek sprzężony 
równałby się odcinkowi zerowemu. Jeżeli k jest odcinkiem, sprzężonym 
z danym wielokątem ze względu na odcinek h, wówczas z poprzednich 
konstrukcji wynika, że trójkąt o podstawie k i wysokości h możemy uwa- 
żać za przekształcenie danego wielokąta. Innemi słowami: trójkąt 
ten i dany wielokąt dają się rozłożyć na jednakową liczbę części, parami 
równych. Jeśli więc ten sam odcinek k jest sprzężony z dwoma wieloką- 
tami ze względu na odcinek h, wówczas dwa te wielokąty są równoważ- 
ne temu samemu trójkątowi, zatym są równoważne sobie, czyli dają % 
rozłożyć na równą liczbę części parami równych. 


Po-wtóre, jeżeli wielokąt P podzieliliśmy w jakikolwiek sposób na 
części wielokątne P,, P,, P,... Pa wówczas odcinek, sprzężony z wielo- 
kątem P, jest samą odcinków, sprzężonych z wielokątami P,, P,, P, ... P,. 

W ten sposób ustaliliśmy odpowiedniość jedno-jednoznaczną między 
wielokątami z jednej strony, a odcinkami z drugiej, wobec czego mamy 
prawo twierdzić, że pola wielokątne tworzą klasę wielkości. 

Wypływa stąd ważny wniosek, dotyczący pól wielokątów: każde 
dwa dane wielokątyalbosąrównoważne sobie czyli dają 
się rozłożyć na tę samą liczbę równych części, alboteż 
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jeden z nich jest większy od drugiego, czyli jest równo- 
ważny części tego drugiego wielokąta. 

Istotnie, jeśli dwa wielokąty nie są równoważne, wówczas odcinek, 
sprzężony z jednym wielokątem, musi być większy od odcinka, sprzężo- 
nego z drugim; wynika stąd, że jeden wielokąt jest równoważny części 
drugiego *). 


$5. Niezależność teorji wielkości wielokątów od postulatu Ar- 
chimedesa. Hilbert do określenia wielokątów równoważnych (które 
nazywa zerlegungsgleich) dodaje jeszcze następujące określenia: „dwa wie- 
lokąty nazywamy inhaltsgleich albo von gleichem Inhalte, jeżeli można 
dodać do nich takie dwa równoważne wielokąty, żeby otrzymane sumy 
były równoważne sobie*. j 


Innemi słowy: dwa wielokąty są „inhaltsgleich*, jeżeli możemy je 
otrzymać w postaci różnicy wielokątów równoważnych czyli takich, któ- 
re są „zerlegungsgleich*. Termin „inhaltsgleich* przetłumaczymy: „równo- 
ważne przez odejmowanie*, termin zaś „zerlegungsgleich* będziemy odtąd 
tłumaczyli: „równoważne przez dodawanie*. 


Hilbert ustala, że „równoważność przez odejmowanie* podlega 
prawu przechodniości, czyli że dwa wielokąty, równoważne przed odej- 
mowanie trzeciemu, są równoważne sobie przez odejmowanie. Następnie 
zaznacza, że dowód euklidesowy twierdzenia 35, księgi I „Elementów* 
w gruncie rzeczy nie jest niczym innym, jak ustaleniem, niezależnie 
od postulatu Archimedesa, następującego twierdzenia: dwa rów- 
noległoboki (a więc i dwa trójkąty), mające równe wyso- 
kościi podstawy, są sobie równoważne przez odejmowa- 
nie. Natomiast równoważności przez dodawanie nie możemy ustalić dla 
równoległoboków (ani dla trójkątów), jeżeli nie założymy, jak to robi 
Duhamel, postulatu Archimedesa. Aby lepiej uwidocznić koniecz- 
ność tego postulatu, rozważa Hilbert dwa trójkąty A ABC i A ABD, 
które mają spólną podstawę AB=1 i wysokość =1, a przytym takie, że 
bok AC jest prostopadły do AB, rzut zaś boku AD na prostą AB jest 
odcinkiem nieskończonym, który autor oznacza przez ł**). Z przytoczo- 
nego twierdzenia 35, ks. I Euklidesa wynika, że dwa takie trójkąty są 


*) Niektórzy nazywają wielkościami drugiego rodzaju te klasy 
figur, dla których równość co do wielkości jest tym samym, co rozkła- 
dalność naczęści przystające. 


=): lec. ei£_$ 12. i 
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sobie równoważne przez odejmowanie, natomiast jest rzeczą oczywistą, że 
nie mogą one być równoważne przez dodawanie *). 

Hilbert dowodzi jednak, że w gieometrji niearchimedesowej, w któ- 
rej równość pól wielokątów określamy jako równoważność przez odejmo- 
wanie, pola wielokątów tworzą klasę wielkości. Zbudowawszy najpierw 
teorję odcinków proporcjonalnych niezależnie od postulatu Archime- 
desa, możemy oprzeć na niej „rachunek odcinków*, poczym można po- 
le trójkąta określić jako iloczyn podstawy przez połowę wysokości. Na 
mocy twierdzenia Pascala iloczyn ten musi być niezależny od tego, 
który bok trójkąta przyjmiemy jako podstawę. Postępując dalej tak, jak 
to robił Schur ($ 2), możemy ustalić odpowiedniość między wielokąta- 
mi a liczbami, wyrażającemi ich pola, i na mocy tej odpowiedniości mo- 
żemy dowieść zwykłego twierdzenia podstawowego tej teorji. 

Jeśli jednak odrzucimy postulat Archimedesa, wówczas pola 
wielokątów nie będą tworzyły klasy ciągłej (porówn. artykuł V), tak iż 
np. wielokątów równoważnych przez odejmowanie nie będziemy mogli 
zawsze uważać za granice innych wielokątów, równoważnych sobie przez 
odejmowanie. 

$ 6. Koło i wielokąty o bokach kołowych. Prócz wielokątów 
o konturze prostolinjowym gieometrja elementarna bada jeszcze koło, lub, 
ogólniej mówiąc, bada wielokąty o konturze kołowym albo mieszanym 
(odcinki i wycinki kołowe, księżyce i t. p). Intuicja nasza przypisuje ta- 
kim wielokątom cechy wielkości. 

Teorja tych nowych wielkości płaskich musi zawierać, jako przypa- 
dek szczególny, zwykłą teorję pól wielokątów, łatwo jednak dowieść, że 
niepodobna jej ustalić zapomocą prostego rozszerzenia teorji wielkości 
wielokątów, wyłożonej w poprzednich paragrafach. 

Istotnie, rozciągnijmy na figury o konturze kołowym lub mieszanym 
nasze określenie su my. Dwie figury o konturze kołowym lub mieszanym 
nazwijmy równoważnemi, jeżeli za pomocą odcinków lub łuków 
kół można je podzielić na części parami przystające. 


*) Dowód euklidesowy twierdzenia Pitago- 
rasa opiera się na równoważności wielokątów „przez 
odejmowanie*. Można jednak w prosty sposób do- 
wieść, że kwadrat, zbudowany na przeciwprostokąt- 
nej, jest równoważny „przez dodawanie* sumie kwa- 
dratów, zbudowanych na przyprostokątnych. Dowód 


wynika odrazu z załączonego rysunku. 
. 
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Z łatwością możemy zbudować figurę o konturze kołowym, równo- 
ważną wielokątowi. Np. niech będzie dany prostokąt ABCD;, którego pod- 
stawa AB jest dwa razy większa od wysokości AD; 
na DC jako na średnicy wykreślamy półokrąg, le- 
żący zewnątrz prostokąta, z punktów 4 i B, jako ze 
środków, promieniem równym wysokości prostokąta p © 
wykreślamy po ćwierci okręgu tak, by oba ćwiarcia- 
ny leżały wewnątrz prostokąta. Ćwiarciany są do sie- 
bie styczne w punkcie Æ, który jest środkiem od- 4 B 
cinka AB. Rzecz jasna, że prostokąt ABCD jest rów- 
noważny trójkątowi o konturze kołowym ECD (któ- 
ry jest szczególnym przypadkiem t. zw. drepanoidu). 

Istnieją jednak figury o konturze kołowym, które nie są równo- 
ważne żadnej figurze o konturze prostolinjowym. Można nawet uważać 

>stakie figury za przypadek ogólny figur kołowych (porówn. $ 7). A jed- 
© nak intuicja powiada nam, że każdej figurze o jakimkolwiek konturze 
'3 musi zawsze odpowiadać wielokąt prostolinjowy, mający z nią równe 
E pole. Możemy o tym przekonać się doświadczalnie; możemy np. wyciąć 
“z blaszki metalowej o jednostajnej grubości i gęstości figurę, mającą kon- 
tur krzywolinjowy, następnie zaś po szeregu prób napewno uda się nam 
wyciąć z tej samej blaszki wielokąt prostolinjowy, który, zważony na 
czułej wadze, okaże się równie ciężkim jak ów wielokąt krzywolinjowy. 

Koło jest najprostszym i dla nas najbardziej interesującym przykła- 
dem figury krzywolinjowej, która nie jest równoważna żadnemu wielo- 
kątowi prostolinjowemu. Jakoż łatwo wykazać, że niepodobna podzielić 
koła prostemi lub łukami kół na takie części, które, ułożone w inny spo- 
sób, dałyby wielokąt o konturze prostolinjowym *). 

Istotnie, niech będzie dane koło Č (o promieniu r) i wielokąt pro- 
stolinjowy P. Przypuśćmy, że dwie te figury zostały podzielone prostemi 
lub łukami kół na części, parami do siebie przystające. Weźmy najpierw 
pod uwagę części koła 0. Łuki okręgu C zwrócone są stroną wklęsłą do 
części, przylegających do tego okręgu. Obok tego może się zdarzyć, że 
śród linji, zapomocą których dzieliliśmy na części nasze koło, istnieją łu- 
ki okręgów, wykreślonych również promieniem r. Łuki te muszą, oczy- 
wiście, zwracać do jednych części koła C swą stronę wypukłą, do innych 
zaś wklęsłą. Jeśli oznaczymy przez A długość okręgu C, przez à sumę 
długości takich łuków, wówczas suma długości wszystkich łuków, zwró- 


Rys. 50. 


pos Naukowego- W 


*) Rethy dowiódł bardzo ogólnego twierdzenia, z którego odrazu wynika 
niemożliwość takiego podziału koła na części zapomocą jakichkolwiek krzywych. 
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conych stroną wklęsłą do różnych części koła ©, równa się A4), suma 
zaś długości łuków, zwróconych stroną wypukłą do części koła C, rów- 
na się A. 

Założyliśmy, że wielokąt prostolinjowy P został podzielony na czę- 
ści, odpowiednio równe częściom koła C. Otóż jeśli którakolwiek z tych 
części P posiada na konturze łuk okręgu o promieniu r, zwrócony do 
niej stroną wklęsłą, wówczas musi istnieć inna część (lub kilka części), 
posiadająca na konturze ten sam łuk, lecz zwrócony do niej stroną wy- 
pukłą. Wobec tego suma długości łuków, zwróconych do części wielokąta 
P stronami wklęsłemi, musi dokładnie równać się sumie długości łuków, 
zwróconych stronami wypukłemi do części wielokąta P. Ponieważ jednak 
P i Č zostały podzielone na równą liczbę części parami równych, zatym 
w kole C powinna zachodzić taka sama równość, czyli musi być A4) = \, 
co jest niedorzeczne. 

Jak widzimy, rozkładalność na części równe nie należy wcale do 
koniecznych własności stosunku równości pól; jest ona tylko przypadko- 
wą cechą wielokątów prostolinjowych, mających równe pola. Jeśli tedy 
chcemy określić stosunek równości dla wielokątów o konturze kołowym, 
musimy poszukać innego kryterjum. Już matematycy greccy, nie mogąc 
przy porównywaniu kół z wielokątami prostolinjowemi zastosować 
kryterjów i metod, zapomocą których badali pola figur prostolinjo- 
wych, stworzyli nową metodę, równie gienjalną jak płodną, która znana 
jest pod nazwą metody wyczerpywania. 

W rozprawie: „O pomiarze koła* Archimedes, chcąc dowieść, 
że pole Č koła równa się polu T trójkąta prostokątnego, którego jedna 
przyprostokątna równa się promieniowi koła, druga zas—długości okręgu 
tego koła, powiada: C nie może być większe od 7, gdyż wpisując w ko- 
ło wielokąty foremne o 4,8, 16... bokach, musielibyśmy w końcu otrzy- 
mać wielokąt, różniący się od T mniej, niż wynosi różnica między T'iC, 
czyli wielokąt wpisany w (, a jednak większy od 7, co jest niedorzecz- 
ne. Tak samo T nie może być większe od C, gdyż, opisując na kole wie- 
lokąty foremne o 4, 8, 16... bokach, musielibyśmy w końcu otrzymać ta- 
ki wielokąt, którego pole przewyższałoby pole © mniej niż o różnicę 
między T i C; mielibyśmy tedy wielokąt opisany mniejszy od T, co jest 
niedorzeczne. Tak więc T nie jest ani mniejsze, ani większe od ©. Opie- 
rając się na sądzie intuicyjnym, że z dwuch figur płaskich jedna musi 
być albo większa, albo równa, albo mniejsza od drugiej, Archimedes 
wnosi, że koło Č i trójkąt T mają równe pola. 

Zapomocą tej samej metody Euklides w księdze XII „Elemen- 
tów* dowodzi twierdzenia, że „pola kół mają się do siebie jak 
kwadraty ich promieni*, przyczym powołuje się na lemat I tej 
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samej księgi, który wyraża właściwie postulat Archimedesa w za- 
stosowaniu do wielkości wogóle. 

W nowożytnych podręcznikach rozumowanie jest nieco odmienne. 
Główne jego zarysy można streścić w następujący sposób. Najpierw za- 
kładamy ciągłość prostej, rozwijamy zasadnicze jej własności, na- 
stępnie zaś te własności oraz związane z niemi rozważania przenosi- 
my na wszystkie pola wielokątne, opierając się na odpowiedniości mię- 
dzy odcinkami a polami wielokątów, którą ustalamy w teorji równoważ- 
ności. Wreszcie przechodzimy do wyprostowania okręgu”) i, ozna- 
czając przez © dane koło, przez T—pole trójkąta, którego wysokość rów- 
na się promieniowi koła C, podstawa zaś długości okręgu, bierzemy pod 
uwagę podział wszystkich pól wielokatnych, wyznaczony przez T, czyli 
bierzemy pod uwagę dwie klasy pól: większych i mniejszych od 7. Bada- 
jac wielokąty foremne, wpisane w koło C i opisane na nim, dowodzimy, 
że koło Č wyznacza ten sam podział pól, gdyż każdy wielokąt mniejszy 
lub większy od Č jest zarazem mniejszy lub większy od 7. 

Chcąc pola wogóle pojmować jako wielkości, a przynajmniej 
chcące pola o konturze kołowym pojmować jako wielkości porówny- 
walne z polami wielokątów prostolir:jowych, musimy pole koła Č nazwać 
równym polu trójkąta 7. 

Przy takim przedstawieniu rzeczy, określenie równych pól opieramy 
nie na rozkładaniu na części przystające, lecz na pewnym nowym fakcie, 
który ma cechy przypadkowości, gdyż jest związany z ciągłością tej 
klasy wielkości, którą tu badamy (porówn. $ 4). Fakt, o którym mowa, 
polega na tym, że badane przez nas pola o równej wielkości 
wyznaczają ten sam podział zbioru wszystkich pól wie- 
lokątnych na dwie klasy, czyli innemi słowy: są granicami 
równoważnych wielokątów*'). 


W porównaniu z temi metodami, opartemi na pojęciu granicy 


*) Wiadomo, jak się to wyprostowanie okręgu traktuje na mocy zasady 
ciągłości, jeżeli pojęcie długości okręgu lub łuku przyjmujemy za nowy fakt in- 
tuicyjny. Określenie długości okręgu jako granicy obwodów wielokątów forem- 
nych wpisanych (lub opisanych) albo też jako granicy, rozdzielającej dwie 
klasy obwodów wielokątów (wpisanych i opisanych), opiera się na fakcie empi- 
rycznym, dotyczącym nici giętkich a nierozciągliwych. Należy zaznaczyć, że to 
określenie długości okręgu nie da się w żaden sposób nawiązać do apriorycz- 
nego pojęcia łuku koła jako wielkości. 

*) Niektórzy nazywają wielkościami 3 go rodzaju te wszystkie 
wielkości, dla których stosunek równości nie da się ustalić bez pojęcia cią- 
głości (przekroju, granicy i t. p.). 
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lub podziału wszystkich pól wielokątnych na dwie klasy, metoda wy- 
czerpywania Archimedesa jest łatwiejsza i ma charakter bardziej gieo- 
metryczny, gdyż opiera się bezpośrednio na intuicyjnym ujęciu zagadnie- 
nia. Wobec tego nie od rzeczy będzie wskazać, w jaki sposób metodę 
Archimedesa można sformułować ściśle logicznie *). 

Najpierw umawiamy się, że z dwuch figur o konturze kołowym, 
mieszanym lub prostolinjowym będziemy uważali pierwszą za większą, 
drugą zaś za mniejszą, jeżeli zapomocą prostych lub łuków kół moż- 
na tak podzielić obie figury, że śród części pierwszej figury znajdą się 
wszystkie części drugiej i prócz tego pozostaną jeszcze pewne części. Na- 
stępnie, na mocy oczywistych spostrzeżeń doświadczalnych, możemy wy- 
powiedzieć 

Postulat. Jeżeli z dwuch figur o konturze kołowym, 
prostolinjowym lub mieszanym, pierwsza nie jest więk- 
sza od drugiej, wówczas druga jest większa od każdej 
części pierwszej figury. 

Wprowadzamy dalej następujące określenie: jeżeli z dwuch figur 
o konturze kołowym, prostolinjowym lub mieszanym jedna jest większa 
od drugiej, wówczas powiadamy, że pole pierwszej figury jest 
większe od pola drugiej, pole zaś drugiej — mniejsze od pola 
pierwszej. Jeżeli, przeciwnie, żadna z danych figur nie jest większa od 
drugiej, powiadamy, że mają one równe pola. 

Opierając się na powyższym postulacie, można dowieść, że dwa 
pola, równe trzeciemu, są. sobie równe iże z dwuch pól 
jedno musi być koniecznie albo większe od drugiego, al- 
bo mniejsze, albo równe mu. Teraz jest rzeczą jasną, że, stosując 
postępowanie Archimedesa, możemy dowieść, iż pole koła Č równa 
się polu trójkąta 7. 

Nasuwa się tu jeszcze następujące zagadnienie: dla figur o konturze 
kołowym, prostolinjowym lub mieszanym wprowadziliśmy nowe pojęcie 
równości pól, stosując zaś to pojęcie przy porównywaniu kół i wie- 
lokątów, otrzymaliśmy nowe wyniki, których niepodobna było otrzymać 
zapomocą samego tylko pojęcia figur równoważnych. Otóż pytanie, czy, 
stosując pojęcie równości pól do wielokątów płaskich, nie otrzymalibyś- 
my nowych twierdzeń, ogólniejszych od tych, które zostały dowiedzione 
na mocy pojęcia równoważności? 

Odpowiedź na to dają nam rozważania $ 3-go. Istotnie, jeżeli dwa 
wielokąty są granicami wielokątów równoważnych (czyli wyznaczają ten 

*) Porówn. podręcznik: Enriques i Amaldi. Zasady gieometrji dla 
szkół średnich, przekład polski. Warszawa 1914. 
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sam podział wszystkich pól wielokątnych na dwie klasy) albo są tego 
rodzaju, że żaden z nich nie jest większy od drugiego, wówczas na mocy 
S 3-go wiemy, że oba wielokąty mają ten sam odcinek sprzężony, czyli 
dają się rozłożyć zapomocą odcinków na jednakową liczbę części, parami 
przystających. 

$ 7. Pola o konturze dowolnym. Rozważania poprzedniego pa- 
ragrafu skłaniają nas do opuszczenia na chwilę dziedziny gieometrji ele- 
mentarnej i do rzucenia okiem na teorję pól o dowolnym konturze, uwa- 
żanych jako wielkości. 

Widzieliśmy przed chwilą, że porównywania kół z wielokątami nie- 
podobna sprowadzić do podziału tych figur na części równe. Otóż po- 
wstaje ogólne pytanie: jakim warunkom muszą czynić zadość dwa do- 
wolne pola, by można je było rozłożyć na skończoną liczbę części para- 
mi równych? Warunki te zostały wyznaczone przez Rethy'ego. 

Rethy emu chodziło o ścisły dowód twierdzenia Bolyai'a: „Je- 
żeli dwa jakiekolwiek równe pola mają spólną część, 
„wówczas te ich części, które nie są spólne obu figurom, 
są sobie równoważne (czyli są sumami skończonej liczby części pa- 
rami równych)*. 

W $ I swej rozprawy p. t. Endlichgleiche Fldchen*), Rethy do- 
wodzi tego twierdzenia, opierając się na następującym bardzo ciekawym 
twierdzeniu, które przytaczamy bez dowodu, gdyż chcąc podać długi je- 
go dowód, musielibyśmy odbiec od tematu: „Aby dwa pola płaskie 
równe (w znaczeniu ogólniejszym) dały się rozłożyć na jednako- 
wąliczbęczęściparamirównych,trzeba i wystarcza, żeby 
kontury obu figur dały się rozłożyć natakie łuki, iżby 
każdemu łukowi pierwszej figury odpowiadał w drugiej 
figurze równy łuk i mający krzywiznę w taki sam sposób 
zwróconą względem wnętrza odpowiedniego pola. Może- 
my przytym nię brać wcale pod uwagę łuków, które na 
konturze tej samej figury występują parzystą liczbę ra- 
zy z krzywiznami, zwróconemi w dwie przeciwne strony 
względem otoczonego przez nie pola“. 

Z twierdzenia tego wypływa, jak zaznacza Rethy, wniosek, iż nie- 
podobna podzielić na części parami równe wielokąta oraz pola, w któ- 
rym wszystkie łuki tworzące kontur zwracają ku wnętrzu swą stronę 
wypukłą lub wklęsłą. Takiemi są np. odcinek paraboli i koło. 


*) Berichte d. ungar. Akademie der Wissen. 1890; Mathematische Annalen 
Bd. 38, 1891. 
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W $ 2-im swej rozprawy, próbuje Rethy dowieść twierdzenia 
Bolyai'a, operując ograniczonemi środkami dowodu. Mianowicie, „nie 
posługując się ani linjałem, ani cyrklem*, biorąc pod uwagę tylko kon- 
tury danych pól oraz przesunięcia i odwrócenia płaszczyzny, za pomocą 
których można doprowadzić do przystania dwie figury równe lub syme- 
tryczne, ustala Rethy pewien sposób podziału pól, który ma dowieść 
w całej ogólności twierdzenia Bolyai'a. 

Dobriner jednak zauważył *), że ten sposób postępowania, tak sa- 
mo jak sposób Bolyai'a, prowadzi w pewnych wypadkach do nieskon- 
czonego szeregu konstrukcji. Dobriner wskazał nawet jeden taki przy- 
padek. Prócz tego zauważył on, że Rethy w § 1-ym swej rozprawy 
opiera się cichaczem na twierdzeniu, które nie jest niczym innym, jak 
zasadą De Zolta ($ 2), wypowiedzianą dla pól o konturze dowolnym. 
W późniejszym artykule podał Dobriner nowy dowód twierdzenia 
Bolyai'a**). 

Odpowiadając na to, Rethy próbował obalić zarzuty, uczynione 
$ 2-iemu jego rozprawy ***), a zarazem chciał dowieść zasady (De Zolta), 
którą implicite założył w $ l-ym. W tym celu jednak musiał uciec się ` 
do V-ego „pojęcia powszechnego* Euklidesa, przez co zagadnienie zostało 
tylko przesunięte, nie zaś rozwiązane. 

Nie możemy tu wchodzić w szczegóły tej polemiki; zauważymy tylko 
że zarzuty Dobrinera nie obalają bynajmniej wyników, zawartych 
w $ l-ym rozprawy Rethy ego, a w szczególności nie obalają przyto- 
czonego przez nas twierdzenia, gdyż można dowieść bezpośrednio, że pola 
o konturze dowolnym stanowią klasę wielkości, jeśli tylko wprowa- 
dzimy odpowiednie ograniczenia, dotyczące analitycznego przedstawienia 
konturu. 

Wystarczy zauważyć, że dowód ten znajdujemy w twierdzeniu 


*) Bemerkungen zu der Abhandlung des Herrn M. Réthy über „Endlichglei- 
che Flächen“. Mathemat. Annalen, Bd. 42, 1893. 

**) Der Satz „Congruentes von Congruentem giebt Gleiches* in seiner An- 
wendung auf ebene Flächen. Mathem. Annalen, Bd. 42, 1893, str. 285. Porówn. też 
notatkę: Endlichgleiche Flichen—tamże. W tej notatce podaje Dobriner dowód 
zasady, która w gruncie rzeczy sprowadza się do zasady De Zolta, „dwa pola, 
dające się podzielić przez pewne linje na części parami równe, nie dadzą się po- 
dzielić na takie części, by pierwsze pole zawierało, prócz wszystkich części dru- 
giego pola, jeszcze jakieś inne części*. 

**) Ueber endlichgleiche Flächen. Mathem. Annalen, Bd. 42, 1893. Porównaj 
też artykuł Rethy'ego: Zum Beweis des Hauptsatzes iiber die Endlichgleichheit 
zweier ebener Systeme. Mathem. Annalen, Bd. 45, 1894, w którym odpowiada on na 
pewien zarzut E. Kóttera. 
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rachunku nieskończonostkowego o istnieniu jednej itylko jed- 
nej całki. Twierdzenie to ustala między figurami a liczbami, wyrażają- 
cemi ich pola, odpowiedniość, czyniącą zadość zwyczajnym warunkom, 
w których uważamy jako równe te pola, które są granicami równoważ- 
nych wielokątów, albo wyznaczają ten sam podział wszystkich pól wie- 
lokątnych na dwie klasy, albo wreszcie są tego rodzaju, że żadne z nich 
nie jest ani większe, ani mniejsze od drugiego. Jakoż dowód, podany 
przez Killinga*), sprowadza się w gruncie rzeczy do prostych rozwa- 
żań, należących do dziedziny rachunku całkowego. 

$ 8. O wielokątach kulistych. Powróćmy do gieometrji elementarnej 
i przejdźmy od figur płaskich do przestrzennych. Weźmy przedewszystkim 
pod uwagę pewne klasy figur, o których można niemal bezpośrednio do- 
wieść, że każda z nich tworzy klasę wielkości. Głównie zajmujemy się 
wielokątami kulistemi (o bokach gieodezyjnych). 

W $ 2-im wspomnieliśmy o dowodzie Gerwiena, że dwa wieloką- 
ty kuliste, leżące na jednej kuli i mające równe pola, dają się rozłożyć 
zapomocą łuków kół wielkich na skończoną liczbę części parami rów- 
nych (lub symetrycznych). Możemy wobec tego określić równość pól wie- 
lokątów kulistych jako rozkładalność na części parami równe (lub syme- 
tryczne), za przykładem zaś Rausenbergera (loc. cit.) możemy zau- 
ważyć, że dodając do siebie dwa wielokąty, leżące na jednej kuli i ma- 
jące przepełnienia, odpowiednio równe e, i e„, otrzymamy wielokąt 
kulisty o przepełnieniu równym «,--e,. Jeśli więc dany wielokąt ku- 
listy rozłożymy na dowolną liczbę wielokątów, wówczas przepełnie- 
nie danego wielokąta musi równać się sumie przepełnień wszyst- 
kich cząstkowych wielokątów. Otóż zbiór wszystkich przepełnień (ką- 
tów) jest zbiorem wielkości, zatym wielokąty kuliste tworzą również 
klasę wielkości (proporcjonalnych do odpowiednich przepełnień) **). 

$ 9. O graniastosłupach. Weźmy pod uwagę zbiór wszystkich gra- 
niastosłupów prostych o danej wysokości h i umówmy się, że będziemy 
uważali jako równoważne dwa graniastosłupy o wysokości h, jeżeli 
za pomocą płaszczyzn prostopadłych do podstawy dają się one rozłożyć 
na cząstkowe graniastosłupy (o wysokości h) parami równe. 

Jeżeli każdemu graniastosłupowi uważanego zbioru podporządkuje- 


*') Killing naszkicował najpierw ten dowód w dziele: Nicht-euklidische 
Raumformen. Leipzig 1885, następnie zaś rozwinął go w Einführung in die Grund- 
lagen der Geometrie. Paderborn 1898, Bd. II, 24. 

=) Porówn. w tej kwestji cytowaną poprzednio rozprawę: G. Lazzeri, 
Sulla teoria della equivalenza geometrica. Jak widzimy, wielokąty kuliste są w iel- 
kościami 2-go rodzaju. 
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my wielokąt, stanowiący jego podstawę, wówczas pomiędzy bryłami 
graniastosłupów o wysokości h a polami wielokątów ustalimy tego ro- 
dzaju odpowiedniość, że równoważnym (w znaczeniu umówionym) graniasto- 
słupom prostym o wysokości h będą odpowiadały wielokąty równoważne 
(w znaczeniu $ 3-go), i odwrotnie, a prócz tego graniastosłupowi prostemu 
(o wysokości h), będącemu sumą kilku takich graniastosłupów, odpowia- 
dać będzie suma wielokątów, podporządkowanych poszczególnym granią- 
stosłupom cząstkowym. W ten sposób dowodzimy na mocy Ś 3-go, że 
graniastosłupy proste o wysokości h tworzą klasę wielkości, przyczym 
wprowadzamy tylko jedno ograniczenie, mianowicie rozważamy tyl- 
ko podział na graniastosłupy cząstkowe za pomocą płaszczyzn prostopad- 
łych do podstawy. 

Lazzeri ujął to zagadnienie w sposób ogólniejszy. Zastosował on 
te same metody, co do wielokątów, i dowiódł, że biorąc pod uwagę zbiór 
wszystkich możliwych graniastosłupów, można każdemu 
z nich podporządkować jeden i tylko jeden równoległościan prostokątny, 
którego dwie sąsiednie krawędzie równałyby się dwom danym odcinkom 
a, b, przyczym dwom graniastosłupom, dającym się podzielić na cząst- 
kowe graniastosłupy parami równe, odpowiada ten sam odcinek 
i odwrotnie, jeżeli zaś dany graniastosłup podzielimy na dowolne grania- 
stosłupy cząstkowe, wówczas suma równoległościanów, odpowiadających 
cząstkowym graniastosłupom, utworzy równoległościan, odpowiadający 
danemu graniastosłupowi. 

Otóż zbiór równoległościanów prostokątnych, których dwie sąsiednie 
krawędzie równają się odpowiednio odcinkom a, b, tworzy klasę wiel- 
kości, o czym łatwo przekonać się, dołączając do każdego równoległo- 
ścianu trzecią krawędź. Wynika stąd, że graniastosłupy również tworzą 
klasę wielkości, o ile za części graniastosłupa uważamy wyłącz- 
nie graniastosłupy cząstkowe. 

Daleko stąd jednak do zupełnej teorji, nie jest bowiem wykluczone, że 
podzieliwszy graniastosłup na części dowolne (zatym nie będące wszyst- 
kie graniastosłupami), będziemy mogli usunąć jedną z tych części, pozo- 
stałe zaś ułożyć w ten sposób, by znów otrzymać pierwotny graniastosłup *). 


*) Podręczniki elementarne zazwyczaj usuwają możliwość takiego podziału 
zapomocą postulatu (zasady De Zolta), wskutek czego można wyczerpać 
całą teorję graniastosłupów równych co do wielkości, opierając się li tylko na 
pojęciu równoważności, i można powiedzieć, że graniastosłupy tworzą k la- 
sę wielkości 2-go rodzaju. Jeżeli jednak chcemy obejść się bez tego po- 
stulatu (a w $ 1l-ym przekonamy się, że jest on istotnie zbyteczny), wówczas mo- 
żemy powiedzieć, że graniastosłupy tworzą klasę wielkości 2-go rodzaju tylko 
o tyle, o ile każdy graniastosłup mamy dzielić wyłącznie na graniastosłupy. 
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Niemożliwości takiego podziału można dowieść dopiero w ogólnej teorji 
wielkości wielościanów, której poświęcimy następujące paragrafy. 


$ 10. O wielościanach. Ani greckim gieometrom, ani późniejszym 
nie udało się sprowadzić ani do zagadnień o równoważności porównywa- 
nia ostrosłupów, ani porównywania ostrosłupów z graniastosłupami. 

Euklides w księdze XI „Elementów*, mówiąc o porównywaniu 
równoległościanów i graniastosłupów, posługuje się metodami dowodze- 
nia, które są bezpośrednim uogólnieniem metod, stosowanych w księdze 
I do wielokątów. Natomiast w ks. XII, mówiąc o porównywaniu ostrosłu- 
pów, zbliża się do metod, stosowanych przy porównaniu koła z wieloką- 
tem. Np. w twierdzeniu 5-tym („czworościany o równych wyso- 
kościach mają się do siebie tak, jak ich podstawy“) stosuje 
Euklides metodę wyczerpywania, przyczym podaje bardzo piękny 
i pomysłowy sposób rozkładania czworościanu na dwa równoważne gra- 
niastosłupy i na dwa czworościany, równe sobie i podobne do danego 
czworościanu *). 

Nowożytne podręczniki elementarne wolą stosować inny sposób po- 
równywania czworościanów o równych wysokościach i równych podsta- 
wach, mianowicie w każdym czworościanie rozważają one ciąg graniasto- 
słupów („schodki wpisane i opisane*) i dowodzą, że oba czworościany są 
granicami dwuch ciągów odpowiednio równoważnych graniastosłu- 
pów, albo też, że oba czworościany wyznaczają ten sam podział (prze- 
krój) zbioru objętości graniastosłupów, skąd wynika, że oba czworościa- 
ny mają równe objętości. 

Zauważmy (porówn. $ 5), że chcąc uniknąć tych rozważań nie po- 
siadających charakteru czysto gieometrycznego, możemy ująć postępowa- 
nie Euklidesa w formę ściśle logiczną. W tym celu za punkt wyjścia 
należy obrać następujące określenie: „O dwuch wielościanach powiemy, 
że mają równe objętości, jeżeli żaden z nich nie jest od drugiego 
większy*. Na mocy pewnego postulatu można dowieść, że określona w ten 
sposób równość objętości posiada własność przechodniości; eo do 
tego postulatu, wystarczy powołać się na to, co w $ 5-ym mówiliśmy 
o określeniu równości pól o konturze kołowym. 

Dla nas w danej chwili ważniejszym jest inne zagadnienie, będące 
w związku z określeniem równych objętości, mianowicie: czy uciekanie 
się do metody wyczerpywania lub do metody granic jest rzeczą istotnie 
konieczną? Albo innemi słowami: czy równoważność (rozkładalność na 


7) Niech nam wolno będzie wyrazić żal z powodu tego, że autorowie pod- 
ręczników zapomnieli zupełnie o tej pięknej konstrukcji Euklidesa. 
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części równe) jest istotnie dla wielościanów związkiem mniej ogólnym od 
równości pod względem objętości, którą możemy sprawdzić zapomocą po- 
wyższych metod, lub prościej: która jest nam dana w intuicji *). 

Bricard próbował odpowiedzieć na to pytanie**). Czuł on dobrze, 
jaka droga prowadzi do rozwiązania zadania, ale tak mało rozwinął swoje 
pomysły, że wnioski jego można uważać raczej za wysłowienie twierdzeń niż 
za dowody. Twierdził on, że jeżeli dwa wielościany dają się rozłożyć na czę- 
ści parami równe, wówczas pomiędzy miarami ich dwuścianów a miarą 
dwuścianu półpełnego istnieje związek linjowy jednorodny o spółczynni- 
kach całkowitych. Wskazał on następnie pary wielościanów, dla których 
związek ten nie zachodzi, pomimo że mają one równe objętości, skąd wy- 
ciągnął wniosek, iż nie wszystkie wielościany o równych objętościach 
dają się rozłożyć na części parami równe. 

Niezależnie od Bricarda obrał tę samą drogę Sforza, poprze- 
stał on na rozważeniu pewnego szczególnego sposobu rozkładania na czę- 
ści, ale za to udowodnił w zupełności swe wyniki ***). 

Sforza wprowadza najpierw następujące określenie: wielościan wy- 
pukły nazwiemy podzielonym na części powiązane z sobą, jeżeli zo- 
stał on podzielony w ten sposób na wielościany wypukłe, iż wierzchołek 
jednej części jest zarazem wierzchołkiem wszystkich innych części, do któ- 
rych należy. 

Następnie dowodzi on 

Twierdzenia. Jeżeli wielościan wypukły P podzielimy 
na wielościany wypukłe powiązane z sobą, wówczas su- 
ma kątów bryłowych wielościanów cząstkowych, zwięk- 
szona lub zmniejszona o wielokrotność dwuściąnu pół- 
pełnego, równać się będzie sumie odpowiednio dobra- 
nych wielokrotności dwuścianów wielościanu P, przy- 


*) Gauss w dwuch listach do Gerlinga (Werke, Bd. VIII, pp. 241, 
244) wyraża obawę, że niektórych twierdzeń stereometrji, a w szczególności tw. 
5-go, księgi XII nie uda się dowieść bez uciekania się do metody wyczerpywa- 
nia. Porówn. też Hill Determination of certain species of tetrahedra without em- 
ployment of the method of limits. Proceed. of the London Math. Society, vol. 27, 
1906. 

**) Sur une question de géométrie relative aux polyćdres. Nouv. Annales de 
Math. 1896. W notatce tej Bricard wskazuje również sposób podziału wielościa- 
nów symetrycznych na części odpowiednio równe. To samo zagadnienie zostało 
już dawniej rozwiązane przez Gerlinga (Gauss's Werke, Bd. VIII, p. 242). 

***) Uw osservazione sulľ equivalenza dei poliedri per congruenza delle parti. 
Periodico di Matematica, v. VIII, 1897. 
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czym wielokrotności te mają być brane względem liczb 
nie mniejszych od 1. 

Opierając się na tym twierdzeniu oraz na spostrzeżeniu, że dwuścian 
czworościanu foremnego jest niespółmierny z dwuścianem półpełnym, 
stwierdza Sforza, żeczworościanforemny oraz czworościan 
równoramienny o trzech kątach prostych nie dają się 
rozłożyć na jednakową liczbę części powiązanych i od- 
powiednio do siebie podobnych (a więc tym bardziej nie dają 
się rozłożyć na jednakową liczbę części powiązanych i równych). 

Otrzymane przez Sforzę wyniki są bardzo ładne, ale nie rozstrzy- 
gają ogólnego pytania, które Hilbert w 1900 roku zamieścił śród 23-ch 
zagadnień swego „Pariser Vortrag* *). 

Za namową Hilberta zajął się tym zagadnieniem Max Dehn. 
Pokonał on w sposób istotnie bardzo pomysłowy wszelkie trudności i po- 
dał dowód rozstrzygający, który przytoczymy szczegółowo w następnym 
paragrafie. 

$ 11. Dowód Dehna, iż dwuch wielościanów o równych objęto- 
ściach nie można wogóle rozłożyć na części parami równe **). 

a) Najpierw musimy poczynić pewne uwagi, dotyczące podziału do- 
wolnego wielościanu na części. Tą drogą otrzymamy schematyczny spo- 
sób przestawiania takich podziałów, na którym Dehn oparł swój dowód. 

Niech będzie dany dowolny wielościan P. Oznaczmy jego krawędzie 
przez Sy, Sy, ... Sn, Odpowiednie zaś dwuściany przez ©}, 9, ... On. Podzielmy 
P w dowolny sposób na skończoną liczbę wielościanów i oznaczmy ich 
dwuściany przez ty, tę... krawędzie zaś przez ły, £,.... Jeżeli jakaś kra- 
wędź jest spółną krawędzią r wielościanów cząstkowych (r>1), wówczas 
ciąg ty, ły, łz .. zawierać będzie dokładnie r razy miarę tej krawędzi. 

W celu wytworzenia sobie obrazu pary (tł; t,), złożonej z krawędzi 
cząstkowego wielościanu i z odpowiedniego dwuścianu, możemy za przy- 
kładem Dehna wziąć pod uwagę klin, który otrzymamy, wystawiając 
w końcach krawędzi ł; prostopadłe, leżące na ścianach dwuścianu rt; Jeśli 
dokoła krawędzi t, jako osi, zakreślimy walec promieniem = 1, wówczas 
klin nasz wyznaczy na powierzchni walca czworobok krzywolinjowy, po 


*) Gött. Nachrich. 1900, Heft 8. 

*) Ueber den Rauminhalt, Math. Annalen, LV Band, 1903. Porówn. też: Ueber 
raumgleiche Polyeder. Gött. Nachr. 1900, Heft 3. Inni autorowie podali później dla 
twierdzenia Dehna odmienne dowody. Porówn. Vahlen, Ueber endlichgleiche 
Polyeder, Math. Ann. Bd. LVI, 1903. Kagan, Ueber die Transformation der Polye- 
der, tamże, Bd. LVII, 1903. Vogt. Ueber Gleichheit und Endlichgleichheit von Pris- 
men und Pyramiden. Programm des k. Friedrichs-Gymnasiums zu Breslau 1904. 

Zagadnienią gieom. 11. 
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rozwinięciu zaś czworoboku na płaszczyznie, otrzymamy prostokąt o pod- 
stawie =ż, i o wysokości =s,. 

Weźmy teraz pod uwagę jedną jakąś krawędź tł; Prosta r, na któ- 
rej ta krawędź leży, może zawierać inne jeszcze krawędzie cząstkowych 
wielościanów; otóż w dalszym ciągu będziemy rozważali największy 
odcinek AB, zawierający krawędź £ i pokryty w całości, bez żadnych 
przerw, innemi krawędziami cząstkowych wielłościanów. Wobec tego, je- 
żeli A, B’ są dwoma punktami, leżącemi na przedłużeniu AB, przytym do- 
słatecznie blizkiemi odpowiednio do punktów Á i B, wówczas odcinki 
AA, BB nie mogą należeć do żadnej cząstkowej krawędzi. Dehn nazy- 
wa taki odcinek „Kantenzug AB*, my zaś nazwiemy go łańcuchem 
prostolinjowym AB krawędzi cząstkowych, albo krócej: 
łańcuchem 4AB. 

Badając inne krawędzie cząstkowe, nie należące do łańcucha AB, 
rozłożymy ostatecznie wszystkie krawędzie £, na pewną liczbę łańcuchów, 
które mogą mieć conajwyżej odosobnione punkty spólne *). 

Aby zrozumieć ciąg -dalszy dowodu, musimy zdać sobie dokładnie 
sprawę z tego, w jaki sposób położone są względem łańcucha poszczegó|- 
ne dwuściany, odpowiadające cząstkowym krawędziom. W tym celu zau- 
ważmy, że śród łańcuchów znajdować się będą w szczególności wszystkie 
krawędzie s; danego wielościanu. Weźmy pod uwagę jedną z nich, np. 
s. Na łańcuchu s, leży wogóle kilka cząstkowych krawędzi /, które mo- 
gą wzajemnie pokrywać się częściowo lub nawet w całości. Wobec tego 
jednak, że wielościany cząstkowe P; muszą wypełniać całkowicie dany 
wielościan P, kliny, odpowiadające krawędziom cząstkowym leżącym na 
s, muszą wypełniać całkowicie, przytym raz jeden tylko 
klin, odpowiadający krawędzi s, i dwuścianowi a. Jeśli tedy rozwiniemy 
na płaszczyźnie odpowiedni czworokąt, utworzony na waleu, wówczas su- 
ma prostokątów, odpowiadających łańcuchowi s, musi być równoważna 
prostokątowi, mającemu za podstawę krawędź s,» za wysokość zaś o. 

Przypuśćmy teraz, że istnieje łańcuch, leżący na jednej ścianie da- 
nego wielościanu P. Weżmy pod uwagę walec, zakreślony promieniem 
=], którego osią jest ten łańcuch. Kliny, odpowiadające cząstkowym 
krawędziom, leżącym na tym łańcuchu, wyznaczają półwalec, którego 
wysokość równa się długości łańcucha. Wobec tego każda para (t,t) wy- 


*) W celu uniknięcia nieporozumień musimy zaznaczyć, że na jednej pro- 
stej może leżeć kilka różnych łańcuchów, poprzedzielanych odcinkami, gdyby bo- 
wiem dwa łańcuchy leżące na jednej prostej miały spólny koniec, musielibyśmy 
uważać je za jeden łańcuch. 
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znacza prostokąt, suma zaś tych prostokątów jest równoważna prostoką- 
towi, którego podstawa równa się długości łańcucha, wysokość zaś =r. 

Weźmy wreszcie pod uwagę łańcuch, leżący wewnątrz wielościanu P. 
Kliny, odpowiadające poszczególnym krawędziom cząstkowym tego łańcu- 
cha, wypełnią cały walec (którego osią jest łańcuch, promień zaś =1), 
jeżeli łańcuch biegnie wyłącznie wzdłuż krawędzi wielościanów cząst- 
kowych, wypełnią zaś tylko połowę walca w tych częściach, w których 
łańcuch leży na ścianach (a nie tylko na krawędziach) wielościanów 
cząstkowych. Jeśli teraz walec rozwiniemy na płaszczyźnie, to okaże się, 
że prostokąty, odpowiadające poszczególnym parom (tł, t) naszego łańcu- 
cha, są zgrupowane w większe prostokąty, przyczym suma podstaw 
wszystkich tych większych prostokątów równa się długości łańcucha, wy- 
sokości zaś jednych prostokątów równają się 2x, wysokości innych rów- 
nają się z. 

Tak więc kliny, utworzone dokoła poszczególnych łańcuchów, wy- 
pełniają odpowiedni walec kołowy, z wyjątkiem tylko 

1) klinów należących do tych części łańcucha, które leżą na ścia- 
nach (nie zaś na krawędziach) danego wielościanu lub też wielościanów 
cząstkowych—kliny te wypełniają pół walca; 

2) klinów, należących do tych łańcuchów, które zlewają się z kra- 
wędziami s; danego wielościanu; kliny te wypełniają tylko odpowiednie 
dwuściany 9, 

Oznaczmy przez h sumę wszystkich łańcuchów, jakie tworzą się 
przy danym podziale wielościanu P. Niech będą hy, hy, hş ... długości tych 
części łańcuchów, które leżą nie tylko na krawędziach, lecz i na ścianach 
bądź cząstkowych wielościanów, bądź danego wielościanu. Weźmy pod 
uwagę prostokąty (f, c), odpowiadające równym łańcuchom i utworzone 
przez rozwinięcie na płaszczyźnie czworoboków, które zostały wyznaczo- 
ne na walcach. Wyobraźmy sobie, że wszystkie te prostokąty zostały uło- 
żone obok siebie w jednej płaszczyźnie, wzdłuż odcinka h, przytym tak, 
że boki ich £ są równoległe do h. 

Uzupełnijmy figurę tak, by powstał prostokąt o podsławie h i wy- 
sokości 27. Prostokąt ten jest podzielony na mniejsze prostokąty zapomo- 
cą prostych, równoległych do boków, przyczym mamy 

1) prostokąty o podstawie tł; i wysokości t;; 

2) prostokąty o podstawie h; i wysokości z; 

3) prostokąty o podstawie s; i wysokości 2x— a. 

Mamy tedy związek 


(1) 2rh = tc, +r Xh; +-s;(2m—0;) . 


Związek ten stanowi pierwszy zasadniczy punkt w dowodzie Deh na. 
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Musimy nawiązać do niego kilka uwag, które najłatwiej zrozumieć, 
przyodziawszy je w szatę gieometryczną. 

b) Rozważaliśmy prostokąt, podzielony na mniejsze prostokąty zapo- 
mocą odcinków, równoległych do jego boków. Aby uniknąć nadmiernej 
liczby symboli, oznaczmy przez xə; yo podstawę i wysokość danego pro- 
stokąta, przez X; x», Xy.. podstawy cząstkowych prostokątów wziętych 
w dowolnym porządku, wreszcie przez yy, Yo, Y; --. odpowiednie wysoko- 
ści tych prostokątów. Związek (1) możemy teraz napisać w postaci 


a’) Royo =V Y1 HVY H LYH += 
Oznaczmy przez 
Alei s a) 0 


(2) | Eilen ©, 2, ..) =0 


układ wszystkich związków linjowych jednorodnych i niezależnych 
od siebie, o spółczynnikach wymiernych, jakie tylko zachodzić mogą mię- 
dzy liczbami £, xy, ©... Dowiedziemy, że każdy układ wartości 
Wg, Lp Ta., CZYNIĄCYy zadość równościom (2), czyni również 
zadość równości 
Toto =T Ta HEYF -- 

Innemi słowami, dowiedziemy, że związek (1), w którym wszystkie 
y uważamy za stałe, jest prostym wnioskiem z układu (2). 

Przypuśćmy najpierw, że rozwiązanie x; jest o tyle bliskie do «,, że 
liczby x; są dodatnie. Aby dowieść naszego twierdzenia wystarczy okazać, 


że prostokąty (2%, yi), ułożone obok siebie w tym samym porządku co pro- 
stokąty (x; y:i), pokrywają w całości, a przytym raz jeden tylko, prosto- 
kąt o podstawie x, i wysokości y,. 

W tym celu odnieśmy naszą figurę do układu osi prostokątnych 
kartezjańskich, przyczym jako oś «x-ów obierzmy prostą, na której leży 
podstawa «, prostokąta (x, Yọ) zaś jako oś y-ów obierzmy, jeden z bo- 
ków tego prostokąta, prostopadły do x, Oznaczmy przez xj, x; odcięte 
końców podstawy x; prostokąta (x; y,;). W takim razie musi być 

GER +M; 
ponieważ zaś prostokąty cząstkowe przylegają do siebie, zatym dla każde- 
go prostokąta (x; yi) musi istnieć przynajmniej jeden prostokąt (3%, y;) 


taki, że 


SZT. 
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Wynika stąd, że obie odcięte «,, x,” dadzą się wyrazić w postaci 
sumy niektórych z pośród liczb «,, xə, x... W ogólności tę samą odciętą 
v, lub x; można wyrazić zapomocą liczb «, kilkoma sposobami formal- 
nie różnemi, które jednak liczbowo muszą być tożsame. Każde takie dwa 
wyrażenia na odciętą, przyrównane do siebie, dają związek pomiędzy licz- 
bami x; związek ten jest linjowy, jednorodny, o spółczynnikach całko- 
witych, a zatym zawiera się w układzie (2). 

Oznaczmy przez %;, x; liczby, które otrzymują się z liczb Œy, 2%, Xy.. 
w taki sam sposób, w jaki xy, x,” otrzymujemy z wy, Xi; £y ... Zauważmy 
przytym, że jakkolwiek formalnie możemy mieć kilka wyrażeń na x; ay”, 
jednak nie otrzymamy przez to różnych wartości dla tego samego x” 
lub «;”, gdyż liczby xo, x,- czynią zadość układowi (2), z którego wy- 
nika tożsamość liczbowa tych różnych wyrażeń. Biorąc pod uwagę układ 
(2), mamy również 

V= xita . 

Jeśli teraz porównamy prostokąty (xa y) z odpowiadającemi im pro- 
stokątami (a, y;), przekonamy się, że zawierają się one między temi samemi 
prostemi, równoległemi do osi «-ów. Prócz tego zobaczymy, że jeżeli dwa 
prostokąty (xi yi), (z, yj) przylegają do siebie, albo ogólniej: jeżeli wierz- 
chołki dwuch prostok:ątów leżą na jednej równoległej do osi y-ów, wów- 
czas to samo ma miiejsce dla odpowiadających im prostokątów (w, yi), 
(©, y). W ten sposób sprawdziliśmy, że prostokąty (a, y;) pokrywają 
całkowicie prostokąt (£), Yọ). Istotnie, jeżeli 

Ti Sj , 
przyczym Nu ZA ME E a a a , 


tak iż układ (2) zawiera równość 
Hort -. 5 Fte F , 
wówczas musimy mieć 
= NE E SE N a 
Pi =£ H Ent ag Lj =L F Eent 3 


ponieważ zaś wszystkie liczby © czynią zadość układowi (2), zatym mu- 
si być również 


BA, ++... "ax, + 
czyli 


W taki sam sposób można się łatwo przekonać, że z warunku 
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Li >Lm Wynika Tr>a, tak iż dwa prostokąty (æn y) nie mogą mieć 
spólnych punktów wewnętrznych. 

Dochodzimy tedy do wniosku, że prostokąty (£a yi) istotnie pokrywają 
tylko raz jeden cały prostokąt (©, Yo), Czyli innemi słowami, że układ 
wartości %,, ©,, 7, ... czyni zadość równania (1). Twierdzenie nasze mo- 
żemy uważać za dowiedzione w całej ogólności, gdyż wobec natury ana- 
litycznej układu (2), możemy odrzucić hipotezę, dotyczącą znaku war- 
tości c, *). 

c) Powróćmy teraz do rozkładu wielokąta P na części i do równa- 
nia (1). Jeżeli między liczbami sa t hj, h mamy następujący układ nie- 
zależnych związków linjowych jednorodnych o spółczynnikach całko- 
witych 

WAGĘ PL say tgs DEAL 
(3) | Pali: 25566, o 220020, JB 


wówczas, jak widzieliśmy, każdy układ liczb czyniący zadość związkom 
(3) czyni również zadość związkowi (1). Otóż śród rozwiązań układu rów- 
nań (3) o spółczynnikach całkowitych istnieją niewątpliwie rozwiązania 


wymierne, czyli istnieją układy liczb całkowitych s}, Są ... ły, łą =, 
h,, h, ... h takie, że zachodzi równość 


Stiti + Zsi(27 — a) + rih„=2rh , 
czyli równość 


(4) Sin: = soit kr , 


gdzie k oznacza liczbę całkowitą. 

Po ustaleniu tego podstawowego związku, możemy wziąć pod uwa- 
gę wielościan P” równoważny wielościanowi P, czyli dający się rozłożyć 
na takie same cząstkowe wielościany P,, P,... o krawędziach tł; i dwu- 
ścianach c, Stosując do wielościanu P' te same symbole, któremi posłu- 
giwaliśmy się dla wielościanu P, lecz opatrując je kreskami, otrzymamy 
układ 


') Dehn zbadał systematycznie rozkład prostokąta na prostokąty (Mathem. 
Annalen, Bd. LVII, 1903), przyczym otrzymał bardzo ciekawe rezultaty, z których 
najogólniejszym jest następujący: „Jeśli mamy dane «' prostokątów, to nie może- 
my z elementów tej klasy prostokątów utworzyć wszystkich œ? prostokątów pła- 
szczyzny*. Nieslety, zakres niniejszego dzieła nie pozwala nam na szczegółowe 
roztrząsanie interesujących badań Dehna. 
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Mamy tu układ związków linjowych jednorodnych o spółczynnikach 
wymiernych, przytym związków niezależnych, zachodzących pomiędzy 
ATE LSA 


Każde rozwiązanie układu (3) musi być takie, że 
Lt; Esi(2r—or)+r Ehn =2h'a . 

Śród rozwiązań układu (3') istnieją niewątpliwie rozwiązania całko- 
wite wymierne, łatwo też przekonać się, że istnieje śród nich przynaj- 
mniej jedno rozwiązanie, w którego skład wchodzą wartości ł, wyzna- 
czone poprzednio na mocy układu (3). 

Istotnie, gdyby układ (3) stawał się sprzecznym po podstawieniu 
liczb tn znaczyłoby to, że po wyrugowaniu z układu (3) zmiennych sí, 
hm, h' otrzymalibyśmy między zmiennemi tł; związki linjowe jednorodne 
o spółczynnikach wymiernych takie, którym nie czynią zadość liczby A 
Otóż liczby te czynią, jak wiemy, zadość układowi (3), zatym na mocy 
naszego założenia winny czynić zadość wszelkim możliwym związ- 
kom linjowym jednorodnym o spółczynnikach wymiernych, jakie tylko 
zachodzić mogą między zmiennemi %. 

Widzimy tedy, że istnieją liczby całkowite sr, hm, h', czyniące za- 
dość związkowi f 

Yte;+-Xs7(27—a/)+xXh, =2h'z > 
czyli związkowi 
(+) Sini = Yso +k'a , 


gdzie kK’ oznacza liczbę całkowitą. 

Porównywając związki (4) i (4) dochodzimy do wniosku, że między 
dwuścianami a, o; dwuch wielościanów musi zachodzić związek o spół- 
czynnikach całkowitych 


(5) sai = Esrar (mod. z). 


Można z łatwością wyznaczyć dokładniej spółczynniki całkowite 


Sn S w powyższym związku. W tym celu weźmy pod uwagę układ [(3), (3')]; 
złożony z układów (3) i (3). Na mocy określenia tych układów, 
nowy nasz układ zawiera wszystkie związki linjowe jednorodne o spół- 
czynnikach wymiernych, . jakie tylko zachodzić mogą między zmiennemi 
s, oraz analogiczne związki między zmiennemi s;. Prócz tego jednak, jak 
łatwo widzieć, układ ten zawiera wszelkie związki linjowe jednorodne 
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o spółczynnikach całkowitych, jakie tylko zachodzić mogą między si sr. 
Istotnie, każda zmienna s, da się wyrazić (czasem nawet kilkoma sposo- 
bami) w postaci sumy niektórych £, układ zaś (3) zawiera takie sumy; 
tak samo każda zmienna s; jest sumą pewnych 4, i takie sumy zawiera- 
ją się w układzie (3). Z każdego związku zwykłego typu między zmien- 
nemi s, s” wynika istnienie analogicznego związku między różnemi 4, 
który to związek niewątpliwie „zawiera się zarówno w układzie (3), jak 
w układzie (3). I odwrotnie: z takiego związku między zmiennemi £, mo- 
żemy wysnuć związek między s, a si, posługując się wzorami, w których 
zmienne s, s/ są wyrażone za pomocą zmiennych 4, te zaś wzory zawie- 
rają się w układach (3) i (3'). 
Weźmy teraz pod uwagę układ 


(5 85 2:5 805 Sg 3) FW 
(6) \ Meia TĘ ACB eA 
wszystkich związków linjowych jednorodnych o spółczynnikach eałkowi- 
tych, jakie zachodzić mogą między zmiennemi s, s/. Układ ten, jak widzie- 
liśmy, musi wynikać z układu [(3), (3), zatym spółczynniki równania 
(5) muszą czynić zadość układowi (6). 

Odwrotnie: każde rozwiązanie całkowite układu (6) należy do roz- 
wiązań całkowitych układu [(3), (3)], zatym prowadzi do związku typu 
(5). Istotnie, gdyby tak nie było, wówczas rugując hm, h z układu (3) 
oraz hm, h z układu (3), otrzymalibyśmy w pierwszym przypadku zwią- 
zek linjowy jednorodny o spółezynnikach wymiernych między zmienne- 
mi s, w drugim przypadku takiż związek między si, przyczym liczby 
s, sj nie czyniłyby zadość tym dwom związkom, co przeczy założeniu, że 
Si, SI winny czynić zadość układom (3) i (37), jako zawierającym wszyst- 
kie związki linjowe jednorodne o spółczynnikach wymiernych między 
zmiennemi s, (respect. między sy). 

Możemy tedy wypowiedzieć następujące 

Twierdzenie. Niech będą P, P' dwa wielościany;oznacz- 
my długości ich krawędzi odpowiednio przez S$, $.. Oraz 
s, Sa- miary zaś przekrojów normalnych ich dwuścia- 


nów oznaczmy przez, 7, ..., 0;,57 .. Niech będzie 


CEE EE AEG R a 


(6a) SARA PER BOYZ BAWI 
CAO 1 


układ związków linjowych jednorodnych o spółczynni- 


, 


kach wymiernych, które zachodzą nadzy” Sasan BEST 
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Aby przy tych założeniach dwa dane wielościany były 
równoważne, warunkiem koniecznym jest, żeby między 
liczbami o,6, ..., 97, Gz ... istniał związek kształta 

(5a) so Fst +. = 510, HS Gy +- -.: (mod. z); 


— — — 
, 


gdzies AS: Sr, są -.. są liczbami całkowitemi, czyniącemi 
zadość układowi (6). 

Z powyższego twierdzenia można odrazu wysnuć bardzo ważny wnio- 
sek. Przypuśćmy, że wielościany P, P’ są różnicami wielościanów równo- 
ważnych, czyli że istnieją dwa równoważne sobie wielościany Qi Q oraz 
dwa inne równoważne sobie wielościany R i W i że P jest różnicą mię- 
dzy Q i R, zaś P’ jest różnicą między (/ i W. Oznaczmy odpowiednio 
przez ry, rz..., ry, ry .. długości krawędzi wielościanów Ri R, przez 
Pp Po +» Pih px -~ Zaś miary przekrojów prostopadłych odpowiednich dwu- 
ścianów. Weźmy pod uwagę układ 


T (e è ri ? , SHAW = 
Un SE SEA 20. a ara TR CZU 


Ke T (ę z! e! A c + = 

(7) | JRE WE WRA SPE NOW SO YZPS SPY BRALI 

wszystkich niezależnych od siebie związków linjowych jednorodnych 
o spółezynnikach wymiernych, jakie tylko zachodzić mogą pomiędzy snņ 
si, ra rý. Na mocy poprzedniego twierdzenia, dla każdego rozwiązania ukła- 
du w liczbach całkowitych Sy, Sz ... Sy, Sg +-.; Ty, Tą n fy, Ty „. zachodzi 
związek 

(8) Lsia+- Zrnpm = Dst Sr HEr mp'm (mod. z). 


Ponieważ układ (7) zawiera w szczególności wszystkie związki linjo- 
we jednorodne o spółczynnikach wymiernych, jakie zachodzą między 
zmiennemi rm, lm, zatym musi być jednocześnie 


(9) Zrmpm = ET np'm (mod. z), 
oraz 
sari = Lej Gi (mod. z). 


Zapomocą rozważań, które opuszczamy jako zupełnie podobne do 


podanych wyżej, dowodzimy, że liczby całkowite Sp 3s i a a +: CZYNIĘ 
zadość układowi (6), i odwrotnie: każde rozwiązanie wymierne układu (6) 
jest zarazem rozwiązaniem wymiernym układu (7). Możemy tedy wypo- 
wiedzieć 

Wniosek. Warunek, podany w powyższym twierdzeniu, 
jest zarazem warunkiem koniecznym, aby dwa wielościa- 
ny P, P' były różnicami wielościanów równoważnych. 
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Chcąc dowieść istnienia wielościanów, które, mając równe objętości, 
nie są jednak równoważne sobie, wystarczy wykazać, że istnieją pary 
wielościanów takich, iż miary przekrojów normalnych odpowiednich dwu- 
ścianów nie mogą czynić zadość związkowi typu (5). Oczywiście, należy 
brać przy tym pod uwagę warunki, zawarte w powyższym twierdzeniu. 

d) Weżmy przedewszystkim sześcian i czworościan foremny o rów- 
nych objętościach. Objętość czworościanu foremnego, którego krawędź =s, 
równa się się zatym stosunek krawędzi s, s” czworościanu i sześcianu 

6V/ 4 

i 6 
wyraża się liczbą niewymierną V72. Na mocy naszego twierdzenia, wy- 
starczy sprawdzić, czy między dwuścianami czworościanu i sześcianu za- 
chodzi związek typu (5) o dowolnych spółczynnikach całkowitych. 

Otóż dla dwuścianu s czworościanu foremnego mamy związki cosc='/,, 
> V8 
sin c=- 


, zatym dwuścian ten jest niespółmierny z m*), skąd wynika, 


że związek (5) nie może zachodzić, czyli że sześcianu i czworo- 
ścianu foremnego, mających równe objętości, niepodob- 
na podzielić na części parami do siebie przystające. 

Dehn dowodzi ogólniej, że nie można podzielić na części parami 
do siebie przystające zbioru czworościanów foremnych i zbioru grania- 
stosłupów, ani zbioru czworościanów prostokątnych równoramiennych 
i zbioru graniastosłupów, ani wreszcie zbioru czworościanów foremnych 
i zbioru ezworościanów prostokątnych równoramiennych **). 

e) Wykażemy wreszcie za przykładem Dehna**), że czworo- 
ścianu foremnego nie można rozłożyć na cząstkowe wie- 
lościany, któreby, ułożone obok siebie, dały dwa czworo- 
ściany foremne. 

Istotnie, jeżeli objętość czworościanu o krawędzi s równa się sumie 
objętości dwuch czworościanów foremnych o krawędziach s, i ss, wówczas 

s3 Si z S 3 


zważywszy, iż ich objętości wyrażają się wzorami 27 


3 2 
pra. l 2 
662” 6v2? 6v2? ™® 


dziemy mieli 


(10) s3 =s, Hs? . 


Weżmy pod uwagę układ (S) związków linjowych jednorodnych 


*) Bezpośredni i niezmiernie elementarny dowód tego faktu znaleźć można 
w cytowanej rozprawie 5forzy. 
**) Gött. Nachrichten, 1900. 
'"'*)  Mathem. Annalen. Bd. LV. 
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o spółezynnikach wymiernych, jakie zachodzić mogą między S$, $,, $% 
Układ ten nie może zawierać więcej od jednego związku, gdyż w prze- 
ciwnym razie stosunki s:s;:s, byłyby wymierne i mielibyśmy rozwiązanie 
całkowite równania (10), co, jak wiadomo, jest rzeczą niemożliwą. Naj- 
pierw rozważmy przypadek, gdy układ (5) zawiera jeden związek. Przy- 
puśćmy, że jest nim związek 


(S) as=4;S1 +-ds54 , 


w którym co najwyżej jeden spółczynnik może być zerem, jeżeli wszystkie 
trzy nie są jednocześnie zerami. Jeśli żaden spółczynnik nie równa się 
zeru, wówczas możemy uczynić zadość równaniu (8) albo kładąc s=d,, 
Si=a, s,=0, albo też kładąc S=d>, s,=0, s,=a, wobec czego, jeśli ozna- 
czymy przez o dwuścian czworościanu foremnego, będziemy mieli na mo- 
cy naszego twierdzenia 


(a,—aj)s=0 (mod. z), 
(a, —a)s = 0 (mod. z). 


Ponieważ s i z są niespółmierne, musi tedy być a=a,=a,, czyli 
z równania (5) wynika, że 
S=S,--$2 , 
co jest sprzeczne z (10). 
Jeżeli założymy, że jeden spółczynnik, np. a,, równa się zeru (albo 
że wszystkie trzy są zerami), wówczas równaniu (S$) możemy uczynić za- 
dość, kładąc s=s,=0 oraz s,=1, wiemy zaś już, że nie może być 


s= (mod. z). 


Dowiedliśmy tedy, że czworościan foremny o krawędzi s nie może 
być równoważny sumie dwuch czworościanów foremnych o krawędziach 
s; i s„ jakkolwiek objętość pierwszego może równać się sumie objętości 
dwuch drugich czworościanów. 

Į) Przytoczone przez nas przykłady dowodzą jasno, że dwa wielościa- 
ny mające równe objętości mogą nie czynić zadość podstawowemu rów- 
naniu Dehna, to zaś równanie jest warunkiem koniecznym, aby dwa 
dane wielościany były podzielne na wielościany cząstkowe przystające 
(równe). W ten sposób dowiedliśmy, że dla wielościanów równość co do 
wielkości czyli równość objętości jest związkiem ogólniejszym od równo- 
ważności czyli rozkładalności na części odpowiednio równe. Pod tym 
względem wielościany różnią się zasadniczo od wielokątów. 

Biorąc pod uwagę wszystkie wielościany, mające objętość równą ob- 
jętości danego wielościanu, np. sześcianu jednostkowego, możemy podzie- 
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lić je na kategorje lub typy, zaliczając do różnych typów każde dwa 
wielościany, które nie dają się podzielić na części odpowiednio równe, do 
jednego zaś typu te wielościany, które są równoważne sobie. Dehn zau- 
ważył *), że z poprzednich jego badań wynika, iż mnogość tych typów 
jest nieprzeliczalna, czyli że nie można ustalić odpowiedniości jedno- 
jednoznacznej między tą mnogością a mnogością wszystkich liczb całko- 
witych lub, eo na jedno wychodzi, między mnogością typów wielościanów 
a mnogością punktów o odciętej wymiernej, zawartych na osi odciętych 
między 0 a 1. 

To spostrzeżenie Dehna, jakkolwiek bardzo ciekawe, mało jednak 
wzbogaca nasze wiadomości o tym przedmiocie. Wiemy, że każdy dany wie- 
lościan i wielościan symetryczny z nim względem dowolnego punktu nale- 
żą do jednego typu, gdyż każde dwa wielościany symetryczne dają się 
rozłożyć na części odpowiednio równe **). Wiemy też z kursu elementar- 
nego gieometrji, że wszystkie graniastosłupy o objętości =1 należą do 
jednego typu, gdyż jeśli żaden z dwuch graniastosłupów nie ma objęto- 
ści większej niż drugi, wówczas graniastosłupy są sobie równoważne czyli 
dają się rozłożyć na części odpowiednio równe ***). Ale do jednego typu 
z graniastosłupami należą również niektóre inne wielościany, gdyż Hill ****) 
spostrzegł, że czworościany pewnego specjalnego rodzaju są równoważne 
graniastosłupom, mianowicie te czworościany, które przy danej z góry 
objętości (np. objętości =1) zależą jeszcze od dowolnej wartości kąta. 
Vogt''*'*) zauważył, że takiemi są czworościany, które otrzymujemy 
w liczbie sześciu z romboedru (równoległościanu o równych krawędziach), 
prowadząc przez większą jego przekątną płaszczyzny, rzutujące sześć kra- 


*) Zwei Anwendungen der Mengenlehre in der elementaren Geometrie. 
Mathem. Annalen. Bd. LI, 1904. 

*) Fakt ten, będący w związku ze znanemi własnościami wielokątów 
kulistych, został, o ile wiem, po raz pierwszy zaznaczony przez Gerlinga 
w odpowiedzi na pewien list Gaussa. (Gauss. Werke, Bd. VIII, str. 242). 

Porówn. też artykuł: L. Zarzecki O równości przez rozkład wielościanów 
symetrycznych. Wektor. Rok III. 1913/14. 
=) Porówn. np. Enriques i Amaldi. Zasady gieometrji dla szkół 
średnich, przekład polski. Warszawa 1914, rozdział XVI. 

=) Determination of the volumes of certain species of tetrahedra. Procee- 
dings of the London Math. Society, vol. 27, 1896. 

+) Ueber Gleichheit und Endlichgleichheit von Prismen und Pyramiden. 
Programm des k. Friedrichs-Gymnasiums zu Breslau, 1904. Rozprawa ta zawiera 
wiele innych ciekawych przyczynków do zagadnienia o rozkładalności wielościa- 
nów, których jednak omawiać tu nie możemy. 
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wędzi, przylegających końcami do tej przekątnej. Juel*) zwrócił uwagę 
na równoważność sześcianu z każdym z sześciu ostrosłupów, których pod- 
stawami są ściany sześcianu, spólnym zaś wierzchołkiem — środek sze- 
ścianu **). ź 

Oprócz czworościanu Hilla i ostrosłupa Juela, nie znamy dotąd 
żadnych ostrosłupów. które byłyby równoważne graniastosłupom. Bołoby 
rzeczą wielce pożądaną, żeby miłośnicy gieometrji elementarnej zebrali 
więcej materjału szczegółowego, odnoszącego się do tej kwestji. Bardzo 
być może, że w ten sposób dałoby się znaleźć wskazówkę, jaką należy obrać 
drogę, by rozwiązać zagadnienie, które dotąd nie jest rozwiązane i wydaje 
się nader trudne, mianowicie ustalenie dostatecznego warunku, by 
dwa wielościany dały się rozłożyć na części odpowiednio równe. 

$ 12. Dowód podstawowego twierdzenia teorji wielkości wielo- 
ścianów. W poprzednim paragrafie uwydatniliśmy, że rozkładalność wie- 
lościanów na części wielościenne cechuje pewien związek, daleko mniej 
ogólny niż równość objętości, która tkwi w naszym pojęciu intuicyjnym 
wielkości bryłowych. Dowiedliśmy w ten sposób konieczności zastąpienia 
określenia równoważności przez ogólniejsze określenie równych objętości, 
o którym wspominaliśmy w $ 9-ym. Teraz pokażemy, w jaki sposób, 
opierając się na którymkolwiek z tych dwu określeń, można dowieść, że 
bryły wielościenne stanowią klasę wielkości i że zatym 
można do nich stosować zasadę, którą kilkakrotnie przytaczaliśmy pod 
nazwą zasady De Zolta. 

Z istoty dowodów, któreśmy naszkicowali w $$ 2 i3-im dla wieloką- 
tów, wynika, że według tego samego schematu można dowieść tej zasady 
dla wielościanów. Jakoż Veronese**) i Gérard****) podali takie do- 
wody, uogólniając dla przestrzeni rozważania i metody, używane w od- 
powiednim zagadnieniu gieometrji na płaszczyźnie. Inny dowód podał 


*) Ueber das Volumen der Pyramide. Jahresberichte d. deutschen Math. 
Vereinigung, 1904. Porówn. notatkę tegoż autora: Égalité par addition de quelques 
polyćdres. Berichte der k. Gesellsch. d. Wissensch. zu Kopenhagen, 1903, oraz ar- 
tykuł: L. Zarzecki, Czworościan Hilla. Wektor, Rok. III. 1913/14. W pierwszym 
swoim artykule wspomina Juel, że z inicjatywy F. Schura zbudowano w Ge- 
tyndze modele rozkładalnego czworościanu Hilla, które polegają na zbudowa- 
niu graniastosłupa trójkątnego, mającego tę samą podstawę, co dany czworo- 
ścian, wysokość trzy razy mniejszą i krawędzie boczne równoległe do jednej kra- 
wędzi czworościanu. 

") Vogt w cytowanej poprzednio rozprawie zaznacza, że ósma część 
ostrosłupa Juela jest szczególnym czworościanem Hilla. 

;--) aloc. cit. 
~=) W II-im tomie dzieła B. Niewenglowskiet L. Gérard. Cours 
de Géométrie élémentaire. 
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niedawno S. O. Szatunowskij”*), który już dawniej naszkicował go 
w czasopismach rosyjskich. Zakłada on teorję mierzenia odcinków i wie- 
lokątów, wskutek czego dowód jego zbliża się do dowodu, który Rau- 
senberger podał dla płaszczyzny, zaznaczając, że dowód ten da się 
rozciągnąć i na utwory trójwymiarowe. Zdaje się zresztą, że Szatunow- 
skij nieznałaniartykułu Rausenbergera, ani dowodów Veronese- 
go i Gérarda. 

Chcąc wybrać drogę najkrótszą, założymy teorję mierzenia, twier- 
dzenia zaś podstawowego dowiedziemy po części metodą Rausenber- 
gera-Szatunowskija*) po części zaś sposobem zbliżonym do me- 
tody Veronesego. 

Przez skrócenie będziemy mówili, że dany podział czworościanu zo- 
stał otrzymany przez kolejne podziały za pomocą płasz- 
czyzn poprzecznych, jeżeli płaszczyzny prowadzimy wyłącznie przez 
krawędzie czworościanu i bierzemy pod uwagę te części płaszczyzn, któ- 
re są ograniczone przeciwległemi ścianami bądź pierwotnego czworościa- 
nu, bądź też cząstkowych czworościanów, które kolejno przy tym podzia- 
le otrzymujemy. 

Najpierw dowiedziemy dwuch lematów. 


Lemat I. Dla każdego czworościanu istnieje sprzężona 
z nim liczba tego rodzaju, że jeśli czworościan rozłożymy 
na cząstkowe czworościany przez ko- 
lejne podziały zapomocą płaszczyzn 
poprzecznych, wówczas suma liczh, 
sprzężonych.z cząstkowemi czworo- 
ścianami, równać się będzie liczbie, 
sprzężonej zdanym czworościanem. 

W czworościanie ABOD weżmy pod uwagę 
ściany AB(, ADB oraz odpowiednie wysokości 
DH i CH’. Powiadam, że pole trójkąta ABC tak 
się ma do pola trójkąta ABD, jak długość (CH') 

Rys. 51. wysokości CH’ ma się do długości (DH) wyso- 

kości DH. Jakoż, prowadząc odcinki HK, H'K' 

prostopadłe do AB i łącząc © z K' oraz D z K, otrzymamy trójkąty 

prostokątne CK'H'”, DKH, w których x CK'H' =% DKH, zatym trójkąty 
te są podobne i mamy 


K ra 


*) Ueber den Rauminhalt der Polyeder. Math. Annalen. Bd. LVIII, 1903. 
*) W pierwszym włoskim wydaniu niniejszego dzieła (1900 r.) dowód rze- 
czonego twierdzenia został w całości przeprowadzony tą właśnie metodą. 
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(DK):(CK')=(DH):(CH') . 
Mnożąc wyrazy pierwszego stosunku przez '/,(AB), otrzymamy 


'/4AB)(DK):'/;(A B)(CK')=(DH):(CH') 
e Dd. 0. 


Jeżeli liczbę sprzężoną z czworościanem określimy jako 
iloczyn pola jednej ściany przez trzecią część odpowiedniej wysokości, 
wówczas liczba ta, jak widzimy, nie będzie zależała od wyboru ściany. 
Wyobraźmy sobie, że podzieliliśmy nasz czworościan na dwa czworo- 
ściany zapomocą płaszczyzny ACE, przechodzącej przez krawędź AC. Dwa 
te czworościany AKBC i ADEC mają spólną wysokość, poprowadzoną 
z wierzchołka C, pole zaś trójkąta ABD równa się sumie pól trójkątów 
ABE i ADE, wobec czego, stosując prawo rozdzielności przy mnożeniu 
liczb, widzimy, że liczba sprzężona z czworościanem ABCD równa się su- 
mie liczb, sprzężonych z AEBC i z AEDC. Stosując wielokrotnie tylko 
co otrzymany wynik, dowiedziemy lematu I. 

Teraz za przykładem Veronesego udowodnimy 

Lemat II. Każdy podział czworościanu na czworościa- 
ny cząstkowe, jak również każdy dalszy podział tego 
pierwszego podziału możemyotrzymać, stosując podział 
kolejny zapomocą płaszczyzn poprzecznych. 

Przedewszystkim zauważmy, że każdy podział czworościanu na dwie 
części za pomocą danej płaszczyzny da się otrzymać przez płaszczyz- 
ny poprzeczne. Istotnie, jeśli pominiemy przypadek, gdy dana płasz- 

A 


o) 


Ww 


C 
Rys. 52. Rys. 53. 


czyzna przechodzi przez krawędź czworościanu ABCD, pozostaną do 
rozważenia trzy przypadki. 

I. Płaszczyzna przechodzi przez jeden wierzchołek, np. przez A i dzieli 
czworościan na ostrosłup DCYMXA (rys. 52) o podstawie czworokątnej i na 
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czworościan X YBA. Dalszy podział zapomocą płaszczyzn poprzecz- 
nych możemy otrzymać, prowadząc płaszczyznę ADY. 
II. Płaszczyzna przecina dwie przeciwległe krawędzie, np. AB i DE, 
AC i BD (rys. 58). W takim razie dzieli ona czworościan na dwa wielościany 
BCXYWZ i ADXY WZ. Poprowadźmy dwie płaszczyzny: BDY i ACZ. W ten 
sposób podzielimy wielościan BCX Y WZ na trzy czworościany BX YZ, BCYZ, 
CZYW, wielościan zaś ADXYWZ na trzy czworościany DZY W, AZYD, 
AXYŻ. Jest to podział zapomocą płaszczyzn poprzecznych, 
o czym łatwo przekonać się, jeśli najpierw poprowadzimy płaszczyznę 
BDY, następnie zaś w czworościanie ABDZ poprowadzimy płaszczyzny 
CYZ i ZYW, a w czworościanie ABDY— płaszczyzny AYZ, ZYX. 
III. Płaszczyzną przecina trzy krawędzie, schodzące się w jednym 
wierzchołku, np. w A. W takim razie dzieli ona czworościan ABCD na 
A czworościan AXYŻ i na wielościan XYZBOD, 
który z kolei daje się podzielić na czworościany 
zapomocą płaszczyzn BYZ i BDY. Wystarczy 
zbudować płaszczyzny BDY, BYZ, YZX, aby 
przekonać się, że mamy do czynienia z podziałem 
zapomocą płaszczyzn poprzecznych. 
Weźmy teraz pod uwagę podział czworościa- 
nu ABCD na cząstkowe czworościany a, f, 7 ... 
i przypuśćmy, że podziału tego niepodobna otrzy- 
mać, stosując kolejne dzielenie zapomocą płasz- 
czyzn poprzecznych. 
Rys. 54. Przedłużmy którąkolwiek ścianę cząstkowego 
czworościanu, np. czworościanu o, aż do przecię- 
cia się z powierzchnią czworościanu ABCD. Czworościan ten zostanie po- 
dzielony na części, ale umiemy już (za pomocą poprzednich konstrukcji) 
wykonać odpowiednio dalszy podział zapomocą płaszczyzn po- 
przecznych na czworościany 74. Przedłużmy teraz inną ścianę czwo- 
rościanu æ aż do przecięcia się z powierzchnią czworościanu 74 (lub 
wszystkich czworościanów 74, do których powierzchnia ta należy). Otrzy- 
mamy podział tego czworościanu (lub tych czworościanów) 7, na części, 
potrafimy jednak podzielić te części zapomocą płaszczyzn poprzecznych. 
Postępując dalej w ten sposób, po skończonej liczbie konstruk- 
cji otrzymamy dla każdej ściany czworościanu a i każdego innego czwo- 
rościanu cząstkowego 6, y... podział pierwotnego podziału na części zapo- 
mocą płaszczyzn poprzecznych. W ten sposób podzielimy czwo- 
rościan a na pewną liczbę czworościanów 2),, 24 ... «„, czworościan 5 na 
pewną liczbę czworościanów f%, Ba... Bn, i t. d. 
Dowiedliśmy lematu II. Zwróćmy teraz uwagę, że na mocy lematu I 


e 
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liczba, sprzężona z czworościanem ABCD równa się sumie liczb, sprzę- 
żonych z czworościanami 


p 
dą, Og ... On, Bi Ca nes Bn, goi 


Ale suma liczb, sprzężonych z czworościanami %4, %4 ... æn, równa Się 
liczbie, sprzężonej z czworościanem 2; suma liczb, sprzężonych z fy, fs ... Bn, 
równa się liczbie, sprzężonej z ßĝ, i t. d. Mamy tedy 

Twierdzenie podsławowe. Jeżeli dany czworościan podzie- 
limy w dowolny sposób na czworościany cząstkowe, 
wówczas liczba, sprzężona z danym czworościanem, rów- 
nać się będzie sumie liczb, sprzężonych z czworościana- 
mi cząstkowemi. 

Jeżeli P jest wielościanem, podzielonym w jakikolwiek sposób na 
czworościany, wówczas łatwo można dowieść (porówn. $ 4), że suma liczb 
sprzężonych z czworościanami (która to suma zawsze jest większa od ze- 
ra), nie zależy od sposobu podziału wielościanu P. Jeśli tę liczbę nazwie- 
my liczbą sprzężoną z wielościanem P, wówczas jest rzeczą 
oczywistą, że gdy P podzielimy na wielościany cząstkowe P}, P, ... Ph, 
liczbą sprzężoną z P będzie suma liczb, sprzężonych z P,, P, ... Pe 

Ustaliliśmy tedy między wielościanami a liczbami całkowitemi (z wy- 
lączeniem zera) odpowiedniość taką, że wielościanom o równych objęto- 
ściach odpowiada ta sama liczba i odwrotnie, i że sumie ilukolwiek wie- 
lościanów odpowiada suma liczb, odpowiadających poszczególnym skła- 
dowym wielościanom. Wnosimy stąd odrazu, że bryły wielościenne 
stanowią klasę wielkości. 

$ 13. O bryłach w ogólności. Stereometrja elementarna bada, 
prócz wielościanów, jeszcze walce, stożki i kule. 

Do tych brył i do ich powierzchni zastosować można uwagi zupeł- 
nie analogiczne do tych, które uczyniliśmy w $ 5-ym o kole i okrę- 
gu. Poprzestaniemy na zaznaczeniu, że o równości brył tych figur można 
w gruncie rzeczy powtórzyć to, co w $ 9-ym mówiliśmy o porównaniu 
ostrosłupów, i że na mocy zasadniczych twierdzeń rachunku całkowego 
dowodzimy, iż bryły o dowolnym konturze stanowią klasę wiel- 
kości *). 

Na zakończenie musimy wspomnieć o kilku próbach zbudowania 
teorji wielkości na podstawach, różnych od tradycyjnych. Próby te opie- 
rają się na zasadzie Archimedesa, rozciągniętej na powierzchnie 
i na bryły. 


* Killing. Einführung in die Grundlagen der Geometrie, str. 33 i następ. 


Zagadnienia gieom. 12. 
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Frattini*) chciał oprzeć teorję wielkości na następującym okreś- 
leniu: 

„Powiadamy o figurze, że jest skończoną, jeżeli nie 
możemy od niej odjąć najpierw jednej jakiejś części, na- 
stępnie drugiej części równej pierwszej, potym trzeciej 
części równej pierwszej i t. d. do nieskończoności. Je- 
żeli przeciwnie można to uczynić, powiadamy, że figu- 
ra jest nieskończona“. 

Giudice**) podniósł tę myśl Frattini'ego i wykazał, że dla 
wielkości skończonych można odrazu dowieść zasady De Zolta, opiera- 
jąc się na tym określeniu. 

Nie jest to jednak rozwiązanie, lecz jedynie przesunięcie zagadnie- 
nia, gdyż musimy albo dowieść, albo założyć, że wielokąty, koło, 
wielościany, walce, stożki, kula są wielkościami skoń- 
czonemi. 

Jeśli dla odcinków założymy postulat Archimedesa (czyli za- 
łożymy, że odcinki tworzą zbiór wielkości skończonych), wówczas 
rozważania, podane w $$ 3, 6, 1l-ym, dowodzą, że wielokąty, dowolne 
powierzchnie, wielościany i bryły wogóle są wielkośeiami skon- 
czonemi. Istotnie między temi klasami figur a odcinkami (lub liczba- 
mi) ustalamy odpowiedniość, która pozwala nam przenieść na te fi- 
gury całą teorję równości odcinków, a zatym i postulat Archi- 
medesa. 

Z drugiej strony Giudice zaznaczył, że niema powodu do zakła- 
dania powyższej zasady w całej jej rozciągłości, że wystarczy założyć, iż 
każda kula jest skończona ***). 


$ 14. Uwagi dydaktyczne. Streściliśmy różne badania, które wzię- 
ły początek z krytyki teorji równoważności. Niech nam wolno będzie na 
zakończenie zreasumować nasz artykuł i wskazać, jakie, zdaniem naszym, 
wypływają z niego wnioski dla praktyki nauczania. 

Widzieliśmy, że można rozwinąć całą teorję elementarną wielkości 
wielokątów i wielościanów, nie wprowadzając żadnego nowego postulatu 
prócz postulatów przynależności, uporządkowania i równo- 


*) Intorno al postulato dell'equivalenza. Periodico di Matem., 1895, str. 153. 

**) Bollettino di Mathesis, 1896—97, Nr. 1. 

**) Co do pomysłu Frattini'ego i Giudici'ego porówn: Sforza, 
Bollettino di Mathesis, 1896—97, Nr. 2; Ciamberlini, Bollett. di Math., 1896—97, 
Nr.3; Sbrana, tamże; Bettazzi, tamże; Lazzeri, Period. di Matem. 1896 mię 
str. 35; Certo, Bollett. di Mathesis, 1897—98, Nr. 1; Biasi, Periodico di Mat. 1903. 
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ści. Można jeszcze zaznaczyć, że niezbędne w tym celu rozwinięcia nie 
są ani trudniejsze, ani bardziej kłopotliwe od innych teorji, które zda- 
niem wszystkich są dostępne większości uczniów szkół średnich. 

Niemniej jednak uważamy, że z punktu widzenia dydaktycznego nie 
można zalecać takiego uzasadnienia tej teorji. Pojęcia pola i objętości jako 
pewnych rodzajów wielkości są nie mniej oczywiste od innych prawd in- 
tuicyjnych, które się zwykle uznaje za postulaty. Udogodnienia, płynące 
ze zmniejszenia liczby postulatów, są tak subtelnie krytycznej natury, że 
żaden uczeń nie zrozumiałby ich doniosłości, nie pojąłby, dla czego ma 
być rzeczą konieczną czy dogodną bezwzględną pewność subjektywną pod- 
porządkować dedukcji logicznej długiej i nużącej, gdyż wcale przez uczu- 
cia nie pożądanej. Uczniowie niezawodnie zniechęciliby się do wykładu, 
w którym nie potrafiliby dojrzeć nic innego, prócz niepotrzebnego i mę- 
czącego wyszukiwania sztucznych trudności. Gdyby nawet nauczyciel mógł 
i chciał wymagać od uczniów większej uległości intelektualnej, to i w ta- 
kim razie musiałby liczyć się z faktem, że zadaniem jego nie jest kształ- 
cenie nieufności do intuicji, lecz raczej przekonywanie ucznia o donios- 
łej roli intuicji we wszelkich poszukiwaniach prawdy, kształcenie harmo- 
nijnego spółdziałania intuicji i rozumowania, które powinno kierować 
wszelkiemi badaniami czy to matematycznemi, czy wogóle naukowemi. 

Jeśli tedy usuniemy ścisłe krytyczne uzasadnienie teorji wielkości 
gieometrycznych, pozostaną nam do wyboru dwie metody wykładu szkol- 
nego: jedna z nich znajduje się w związku z wykładem Euklidesa 
druga — z pomysłami Duhamela. 

W $ 2-im streściliśmy pokrótce podstawy teorji euklidesowej; co się 
tyczy punktu widzenia Duhamela, to w $ 3-im pokazaliśmy, w jaki 
sposób stosuje go Faifofer i jak można ten wykład uczynić ścisłym, 
jeśli wprowadzimy wyraźnie zasadę De Zolta w formie postulatu, na 
którym opieramy dowód twierdzeń odwrotnych. 

Przypuśćmy, że dla względów dydaktycznych, o których mowa była 
wyżej, wprowadziliśmy ten „zbyteczny* postulat; w takim razie powin- 
niśmy jeszcze zbadać podstawy tej teorji z punktu widzenia prostoty do- 
wodów. Otóż nie ulega wątpliwości (o ile mi się zdaje, tkwi to w natu- 
rze samego zagadnienia), że podany przez Faifofera pomysłowy do- 
wód twierdzenia o gnomonie, oparty na kryterjum równoważności sum, 
jest nieco sztuczny. Przedewszystkim jednak uważam, że w związanych 
z tym twierdzeniem konstrukcjach, a szczególnie w podziale złotym do- 
wody Faifofera są zawiłe. Te braki można usunąć, jeżeli się zważy: 

1) że gdy chodzi o przekształcenie wielokąta w prostokąt o danej 
wysokości, wówczas twierdzenie o gnomonie możemy zastąpić twierdze- 
niem o trójkątach, mających równe podstawy, przez co będziemy mogli 
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przekształcić każdy trójkąt w inny trójkąt o danej wysokości, stosując 
dodawanie figur (rys. 55); 

2) że opierając się na tym przekształceniu i na postulacie De Zol- 
ta, można z łatwością dowieść, iż różnice równoważnych wielokątów są 
sobie równoważne *). 

EE RA Przekształcenie prostokąta w kwadrat i podział 
złoty można uważać za proste zastosowanie tego 

twierdzenia, wskutek czego dowody tych konstruk- 
cji nabierają cech takiej prostoty i wytworności, jak 
przy zastosowaniu ogólniejszego kryterjum równoważ- 

Rys. 55. ności. 

Taki sposób uzasadnienia teorji, będący kompro- 
misem między wymaganiami krytycznemi a dydaktycznemi, został wpro- 
wadzony, poczynając od 2-go wydania (1905 r.), do książki F. Enri- 
ques i U. Amaldi: Zasady gieometrji elementarnej dla użytku szkół 
średnich. Chcieliśmy w ten sposób wyzyskać dla szkoły klasycznej te ce- 
chy metody Duhamela, które stanowią jej wyższość nad metodą Eu- 

klidesa**); kierowaliśmy się zasadą, że przy wprowadzaniu nowych pojęć 
należy przechodzić od prostych form tych pojęć do bardziej złożonych, 
a to zapomocą kolejnych i stopniowych uogólnień. 


Musimy tu jeszcze uczynić pewną uwagę co do sposobu wprowadza- 
nia kwadratury pól o konturze kołowym, jak również co do sposobu 
rozwinięcia teorji wielkości wielościanów i brył w ogólności. 

Kto od początku stosował metodę Euklidesa, ten nie ma dwuch 
dróg do wyboru. Jeśli zaś stosujemy metodę Duhamela, wówczas spo- 
sób traktowania teorji graniastosłupów jest bezpośrednio wyznaczony, mia- 
nowicie wykład ten jest zupełnie podobny do wykładu teorji pól wielo- 
kątów. Co się tyczy figur o konturze kołowym, wielościanów w ogólno- 
ści i brył okrągłych (walec, stożek, kula), to uważam, że należy przede- 
wszystkim uwydatnić, iż dla tych figur równość pól lub objętości 
jest pojęciem daleko ogólniejszym od rozkładalności na części 
odpowiednio równe, wobec czego termin: „równoważność* na- 
leży zachować wyłącznie dla tego ostatniego stosunku. 


*) Należy zauważyć, że w dowodzie pierwszego podstawowego tw ierdze- 
nia o równoległobokach, mających równe podstawy i wysokości, posługujemy się 
postulatem Archimedesa. 


**) Natomiast w naszym skróconym podręczniku gieometrji, przeznaczonym 
dla szkół normalnych (seminarjów dla nauczycieli ludowych), zastosowaliśmy 
metodę Euklidesa, jako praktycznie łatwiejszą. 
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Co się tyczy łatwiejszego sposobu traktowania najogólniejszego związ- 
ku równości pól lub objętości, to sądzę, że należy unikać pojęcia 
granicy i powrócić do starożytnej metody wyczerpywania, opie- 
rając się przy tym na następującym podstawowym określeniu: „Dwie po- 
wierzchnie lub dwie bryły nazywamy równemi, jeżeli żadna z nich 
nie jest większa od drugiej, albo innemi słowy: jeżeli żadna z nich nie 
jest równoważna części drugiej powierzchni lub bryły*. 
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ARTYKUŁ SIÓDMY. 


O teorji proporcji. 
napisał 


Giovanni Vailati. 


I. Proporcje w wykładzie Euklidesa. 


$ 1. Określenia. Teorja proporcji, wyłożona w księdze V i VI 
„Elementów* Euklidesa, opiera się na dwuch następujących określe- 
niach: 

1) Powiadamy, że wielkości Ai B są dosiebie w tym 
samym stosunku co wielkości Ci D, jeżeli dla każdej pa- 
ry liczb całkowitych mi n przy których 


> 
mA_nB A 
mamy odpowiednio 
2,n* 
mC>nD"). 


2) Powiadamy, że stosunek dwuch wielkości AiB jest 
większy od stosunku drugich dwuch wielkości Ci D, je- 
żeli możemy znależćtakie liczbycałkowite min, żeby za- 
chodziła nierówność 

mA > nB, 


*) Księga V, określ. 5: è% t® abc hóyy peyédn héyetar eivat TPÕTOY Tpbę 
Debcepov xal tpitoy mpdę TÉTApTÖV, Śrav Tù tod mpórow ai zpirov isáxs mohka- 
nhósta tY zob Õevtépov xal tetáptov ladnie mrokkamkactwy zad” Grotovody TONo- 
zhactacidy Świrepov éxatépov Ñ ya drepsyy T pa lsa T dya. SAhetmyj Anqgiśvca. 
KATANNNKA. 
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nierówność zaś 

mC >nD 
nie miała przytym miejsca). 

Warto zestawić te dwa określenia z określeniem proporcji między 
liczbami całkowitemi, które podał Euklides w ks. VII (określ. 20). Czte- 
ry liczby, powiada on, tworzą proporcję, jeżeli pierwszą i trzecią możemy 
otrzymać, mnożąc (lub dzieląc) drugą i czwartą przez tę samą liczbę cał- 
kowitą, albo też mnożąc i dzieląc drugą i czwartą przez te same liczby 
całkowite **). 

To określenie proporcji różni się od tamtych dwuch określeń prze- 
dewszystkim tym, że w tamtych Euklides widocznie starał się uniknąć 
dzielenia wielkości, o których mowa, na części równe. Łatwo zrozumieć, 
dlaczego tak postąpił: wszak między wielkościami, które bada gieometrja, 
są takie, które nie zawsze dadzą się podzielić na części równe za pomo- 
cą cyrkla i linjału, np. kąty. Otóż Euklides stale przestrzegał zasady, że- 
by nie rozważać żadnej figury, żadnego utworu gieometrycznego, dopóki 
nie znamy sposobu zbudowania tego utworu za pomocą cyrkla i linja- 
łu ***). 

Definicję proporcji, którą Euklides podał dla liczb całkowitych, moż- 
naby z łatwością rozszerzyć na wszelkie wielkości gieometryczne; w tym 
celu należałoby wprowadzić do niej niewielką tylko zmianę. Istotnie, 
twierdzenie, że cztery liczby a, b, c, d (albo cztery wielkości dające się 
dzielić na części równe) tworzą proporcję, jeżeli istnieje para liczb cał- 
kowitych m, n takich, że zachodzą jednocześnie równości 


twierdzenie to, powiadam, różni się tylko eo do formy od twierdzenia, że 
liczby te (albo wielkości) tworzą proporcję, jeżeli istnieje para liczb m, n 
takich, że jednocześnie zachodzą równości 


na=mc oraz nb=md . 


*) Księga V, określ. 7: Gray 83 cóv ladnie mokhamhaciwy cb uśv tod THÓTOD 
TohhaThástoy brepóyyj tod tod Bevrśpov mokkamkaciw, th 83 rod zpłtov zokkamkó- 
otoy uj brepóyrj rob tab teróprov zokharkatov, tóce cb TPÕTOY mpię TÒ Osórspov 
psięova Aóqrov Eyew hXórerat, frep th tpirbv mpdc ch TŚTA.PTOV. 

=) Appo avdhogó slow, rav 6 mpóroę cod Öevrépuv xal 6 tpitos tod 
tsróptov ladnie jj zokkamhiowę Ñ tb abrh uśpoę Ñ tà abc pépn Gaw. 

"”) Por. Zeuthen, Histoire des mathématiques dans Vantiquiić, chap. 10. 
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Spostrzeżenie to wystarcza do usunięcia jednej przeszkody, stojącej 
na drodze do zbudowania ogólnej teorji proporcji dla wszelkich wielko- 
ści, pozostaje jednak druga przeszkoda, o wiele ważniejsza. Oto śród 
wielkości, które bada gieometrja, istnieją „niespółmierne*, t. j. takie, że- 
żadna wielokrotność jednej wielkości nie może równać się jakiejkolwiek 
wielokrotności drugiej. 

Fakt, że dwie wielkości, np. dwa odcinki a, b są niespółmierne, nie 
przeszkadza, że na nich i na jakimś trzecim odcinku c możemy wykony- 
wać te same działania gieometryczne, które w przypadku odcin- 
ków spółmiernych wyznaczają czwarty odcinek, tworzący z trzema 
poprzedniemi proporcję w sensie określenia 20-go ks. VII, któreśmy po- 
przednio przytoczyli. 

Grupy czterech odcinków niespółmiernych, otrzymane w powyższy 
sposób, posiadają te same własności gieometryczne, co grupy odcinków 
spółmiernych, tworzące proporcje w sensie poprzedniego określenia. Mu- 
siała stąd powstać potrzeba stworzenia ogólniejszego określenia proporcji, 
które dałoby się zastosować do wielkości niespółmiernych. 

Potrzebie tej czynią zadość dwa określenia księgi V, na których, jak 
mówiliśmy, Euklides oparł swą ogólną teorję proporcji. Zdaje się, że zo- 
stały one wprowadzone przez Eudoksusa z Knidu, któremu tradycja 
przypisuje autorstwo znacznej części księgi V-ej oraz wynalezienie t. zw. 
metody „wyczerpywania“. 

Określenie Eudoksusa da się wysłowić prościej, jeżeli nie bę- 
dziemy brali pod uwagę drugiego warunku, który sobie Euklides po- 
stawił, mianowicie warunku, dotyczącego podzielności na części równe. 
W takim razie określenie Eudoksusa nie wiele różnić się będzie od na- 
stępującego (wyrażonego w języku matematyki nowożytnej): 

cztery wielkości 4, B, C, D tworzą proporcję, jeżeli każda liczba wy- 
mierna «, czyniąca zadość jednemu z trzech warunków 42 xB, czyni 


jednocześnie zadość odpowiednio jednemu z trzech warunków CZeD. 

Albo innemi słowami: wielkości 4, B, C, D tworzą proporcję, jeżeli 
klasy liczb wymiernych, wyznaczone przez warunki A>xB, A<axB są 
tożsame z klasami liczb, wyznaczonemi odpowiednio przez warunki 
C>xD, C<xD (gdyż w takim razie warunkowi A=xB—o ile przypuści- 
my, że równość ta została spełniona dla jakiejś liczby wymiernej © — 
mogą czynić zadość tylko takie liczby «x, które czynią jednocześnie za- 
dość warunkowi C=xD). 


§ 2. Ot. zw. postulacie Archimedesa. Określenie proporcji zo- 
stało uniezależnione od wszelkich ograniczeń, dotyczących spółmierności. 
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Pozostaje teraz jeden tylko warunek, który musi być spełniony, żeby dla 
danego rodzaju wielkości miało sens pytanie, czy cztery wielkości tego 
rodzaju tworzą czy nie tworzą proporcję. A mianowicie: jeżeli cztery wiel- 
kości mają tworzyć proporcję, trzeba, żeby zarówno dla pierwszych dwuch, 
jak i dla drugich dwuch istnieć mogły wielokrotności, odpowiadające wa- 
runkom, o których mowa w określeniu. 

Euklides wypowiada to wymaganie w postaci określenia (ks. V, 
określ. 4): „o wielkościach powiadamy, że są do siebie w pewnym sto- 
sunku, jeżeli każda z nich powtórzona dostateczną ilość razy może prze- 
kroczyć drugą“ (Xóqov Eysw mpòs Aiha pusqśdyą hórerm, & Bbyacat wodkarka- 
stagówsya. dNkńhwy brepóysw). 

Określenie to, jak zaznaczają lepsi komentatorowie, ma na celu wy- 
jaśnienie, że ilekroć mówimy o równości lub nierówności stosunków, za- 
kładamy zawsze, że każde dwie wielkości, będące wyrazami „stosunku“, 
czynią zadość temu, co dziś nazywamy „pewnikiem albo postula- 
tem Archimedesa“. Zobaczymy zresztą, że Euklides, dowodząc 
twierdzenia 8-go, ks. V, wypowiada ten pewnik w postaci, którą mu dziś 
zwykle nadajemy. 


§ 3. Pierwsza grupa twierdzeń Euklidesa. Naszkicujemy tu w krót- 
kości porządek, w jakim Euklides rozwinął ogólną teorję proporcji na 
podstawie powyższych założeń. 

Pierwsze twierdzenie, wyprowadzone bezpośrednio z powyższych 
określeń, jest następujące (ks. V, twierdzenie 4): 

jeżeli cztery wielkości 4, B, C, D tworzą proporcję, 
wówczas muszą tworzyć proporcję cztery inne wielko- 
ści, które otrzymamy, mnożąc odpowiednio A i C oraz 
Bi D przez dwie jakiekolwiek liczby całkowite”). 

Dalej mamy grupę czterech twierdzeń, z których dwa pierwsze (tw. 
7 i8, ks. V) powiadają, że jeżeli wielkość A jest równa B albo 
większa od B, wówczas, jakąkolwiek by łaby trzecia wiel- 
kość C, mamy zawsze związki 


428002009 
raz Sp: 


') Określenie Euklidesa brzmi dosłownie: „jeżeli pierwsza wielkość ma do 
drugiej ten sam stosunek co trzecia do czwartej, wówczas jakiekolwiek jednako- 
we wielokrotności (tà ladnie rokhamhdota. ... nad” Grotovody zokkamkastacyóy) pierw- 
szej i trzeciej mają ten sam stosunek do jakichkolwiek jednakowych wielokrot- 
ności drugiej i czwartej, wziętych w odpowiednim porządku“. 

Wogóle autor modernizuje zarówno wysłowienia jak dowody twierdzeń, od- 
dając jednak ściśle bieg myśli Euklidesa. (Przyp. tłum.). 
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Drugie dwa twierdzenia (tw. 9 i 10, ks. V) są odwrotnemi do po- 
przednich. 

Wszystkie te cztery twierdzenia otrzymuje Euklides bezpośrednio 
z określenia równości lub nierówności dwuch stosunków. Podamy tu 
szczegółowy dowód jednego z tych twierdzeń (tw. 8), ponieważ jest on 
jedynym dowodem, w którym Euklides posługuje się postulatem, wy- 
powiedzianym w określeniu 4-tym. 

A i B niech będą dwiema różnemi wielkościami i niech będzie 4>B. Na- 
leży dowieść, że gdy Č jest jakąkolwiek trzecią wielkością, mamy zawsze 
nierówność gat. W tym celu wyznaczmy taką liczbę całkowitą n, że- 
by mniejsza z pośród dwuch wielkości B oraz 4A—B pomnożona przez 
n dała nam wielkość większą od ©. Otrzymamy wówczas nierówności 


(1) nB>C , 
(2) n(A—B)>C . 


Niech będzie kC najmniejsza wielokrotność Č większa od nB. Ma- 
my wówczas a 
(3) (k—1)CZnB<kć , 


przyczym k>1, na zasadzie nierówności (1). 
Z (3) wynika, że kUC<nB+-C, ponieważ zaś z (2) mamy nA>nB+-C, 
musi więc być 
kC<nA . 
Istnieją tedy dwie liczby całkowite k,n, które czynią zadość wa- 


runkowi 
kC>nB , 


nie czyniąc jednocześnie zadość warunkowi 
kC>nA , 
co, na mocy określeń naszych, jest równoznaczne z twierdzeniem, że 
EA C 
BA 
$ 4. Druga grupa twierdzeń. Niezależnie od pierwszej grupy twier- 
dzeń, opierając się znów bezpośrednio na określeniach równości i nierów- 
ności stosunków, dowodzi Euklides następujących twierdzeń: 
Jeżeli dwa stosunki równają się trzeciemu, to rów- 
nają się sobie (tw. 11). 
Jeżeli z dwuch stosunków jeden równa się jakiemuś 
trzeciemu stosunkowi, drugi zaś jest od tego trzeciego 
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większy, wówczas drugi stosunek jest większy od pierw- 
szego (tw. 13). 

~ Z ostatniego twierdzenia, posługując się przytym tw. 8 i 10, wypro- 
wadza Euklides dwa następujące: 

Jeżeli cztery wielkości tworzą proporcję, przyczym 
pierwsza z nich jest większa od trzeciej, wówczas druga 
jest większa od czwartej (tw. 14). 

Stosunek dwuch jakichkolwiek wielkości równa się 
stosunkowi jakichkolwiek dwuch ich jednakowych wie- 
lokrotności (tw. 15). 

Z tych twierdzeń, posługując się tw. 7 i 11, wyprowadza on wnio- 
sek, że w proporcji wolno przestawiać wyrazy środkowe 
(tw. 16). ; 

Poprzednio jeszcze dowiódł Euklides twierdzenia, że jeżeli cztery 
wielkości A, B, C, D tworzą proporcję, wówczas cztery inne wielkości 
A, B, A+C, B-+-D również tworzą proporcję (tw. 12). W związku z tym 
są inne twierdzenia, dotyczące znanych czynności „składania* i „rozkła- 
dania*, a mianowicie dwa następujące twierdzenia: 

Jeżeli zachodzi proporcja A:B=C:D, wówczas zachodzą również 
proporcje 

(4—B):B=(C—D): D (tw. 17) 
(A+ B):B=(C+D):D (tw. 18) 
oraz A:B=(4A—C):(B—D) . 


$5. Trzecia grupa twierdzeń. Ostatnia grupa twierdzeń księgi V 
dotyczy wniosków, które dadzą się wyciągnąć z istnienia dwuch proporcji, 
mających spólne poprzedniki (albo następniki) albo też spólne wyrazy 
skrajne (lub środkowe). 

Zarówno w przypadku pierwszym, t. j. gdy mamy dwie proporcje 

A3BŹD: Be CB CSEE 
jak i w drugim przypadku, gdy mamy 
ABe EF o BOOZDZK 
Euklides dowodzi (tw. 20 i 21), że z A=0 wynika DÆF, stąd zaś wy- 
prowadza wniosek, że każda z powyższych par proporcji daje 
A;C=D:F (tw. 22 i 23). 

Za pomocą tw. 22 oraz tw. 16 o przestawianiu wyrazów środkowych 

dowodzi wreszcie Euklides, że z dwuch proporcji 


AAB=ZD:E, OBSE 
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wynika, że (4A+0C):B=(D+F):E . (tw. 24). 


Księgę V zamyka twierdzenie, że 

jeżeli cztery wielkości tworzą proporcję, wówczas 
suma największej i najmniejszej jest większa od su- 
my drugich dwuch (tw. 25). 


$ 6. Proporcje utworzone z odcinków i pól. W następnej, VI 
księdze zajmuje się Euklides zastosowaniem ogólnej teorji, dopiero co 
streszczonej, do gieometrji, a w szczególności do odcinków i pól figur 
płaskich, ograniczonych linjami prostemi lub łukami kół. 

Opierając się na określeniu równości stosunków, podanym w po- 
przedniej księdze, rozpoczyna on od twierdzenia, że pola dwuch trójką- 
tów (albo równoległoboków) o równych wysokościach, mają się do sie- 
bie jak podstawy tych trójkątów (albo równoległoboków) (ks. VI, tw. 1). 

Dalej idą twierdzenia o proporejonalności boków w trójkątach, ma- 
jących równe kąty, przyczym Euklides rozpoczyna od twierdzenia, że pro- 

C sta równoległa do jednego boku trójkąta wyznacza na 
dwuch drugich bokach odcinki proporcjonalne (tw. 2). 
Dowód opiera się na tym, że, wobec równoważności trój- 


DE —>L e . m . 
7 — ań kątów ADE i DEB (rys. 56), pole AADE tak się ma 
aS —=¥ do pola A CDE, jak pole A DEB ma się do pola A CDE. 
Rys. 56. Stąd, na mocy tw. 1, mamy dwie proporcje 


(pole A ADE):(pole ACĆDE)=AD: DC 
(pole ADEB):(pole ACDE)=BE:EKC ; 
z nich zaś wynika, że AD:DC=BE:EC'). 


Opierając się na tw. 1 oraz na tym, że dwa słosunki równe trze- 
ciemu są sobie równe, dowodzi Euklides następującego twierdzenia (wraz 
z twierdzeniem odwrotnym): 

jeżeli dwa równoległoboki (albo dwa trójkąty) rów- 
noważne mają po jednym równym kącie, wówczasobie 
pary boków, zawierających równe kąty, stanowią odpo- 
wiednio wyrazy środkowe i skrajne proporcji „(tw. 14, 
15, 16). 

Na mocy twierdzenia 1 oraz twierdzenia o równoważności trójką- 
tów, mających po równym kącie zawartym między parami boków, które 
stanowią wyrazy skrajne i środkowe jednej. proporcji, dowodzi Euklides, 


*) Wobec braku polskich przekładów Euklidesa przytoczyliśmy dowód tw. 
2-go szczegółowiej, niż to czyni Vailati. (Przyp. tłum.). 
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że „pola podobnych trójkątów są do siebie w podwójnym 
stosunku ich boków odpowiednich* (tw. 19). 

Należy zauważyć, że wyrażenie: „dane dwie wielkości są w stosunku 
podwójnym do innych dwuch wielkości, np. do wielkości A i B* ozna- 
cza u Euklidesa, że stosunek pierwszych dwuch wielkości równa się sto- 
sunkowi 4:0, przyczym Č czyni zadość warunkowi 4:B=B:QC. Ogólniej 
rzecz biorąc, jeżeli mamy n wielkości, z których każda jest średnią pro- 
porcjonalną między dwiema sąsiedniemi, można powiedzieć, że dwie 
skrajne są do siebie w stosunku (n—1)-krotnym stosunku dwuch jakich- 
kolwiek sąsiednich *). 

Własność trójkątów podobnych, dowiedziona w tw. 19, zostaje na- 
stępnie rozciągnięta na dowolne wielokąty podobne wypukłe (tw. 20). 
Opierając się na tw. 19, dowodzi Euklides, że jeżeli cztery dane odcinki 
tworzą proporcję, to pola czterech wielokątów podobnych, których odpo- 
wiedniemi bokami są dane odcinki, tworzą również proporcję (tw. 22). 
Zarówno to ostatnie twierdzenie, jak i twierdzenie odwrotne wynikają 
z tego, że stosunki podwójne słosunków równych są sobie równe, co 
znów wynika bezpośrednio z tw. 22 ks. V. 


$ 7. Dalsze rozwinięcie teorji: stosunki złożone. Do poprzedniej 
grupy twierdzeń nawiązuje Euklides zadanie: „zbudować wielokąt o da- 
nym polu, podobny do innego, danego wialokąta,* które rozwiązuje tak: 
buduje dwa prostokąty, z których jeden równoważny danemu wielokąto- 
wi i mający za podstawę jeden z jego boków, drugi zaś równoważny da- 
nemu polu i mający taką samą wysokość, jak pierwszy prostokąt. Śred- 
nia proporcjonalna między podstawami tych dwu prostokątów daje nam 
bok żądanej figury, odpowiadający temu bokowi danego wielokąta, który 
obraliśmy za podstawę pierwszego prostokąta. 

Na szczególną uwagę zasługuje twierdzenie 23-ie: 

Pola dwu równoległoboków, mających odpowiednio 
równe kąty, są do siebie w stosunku, złożonym ze sto- 
sunków ich boków. 


*) Istotnie, jeżeli zachodzi proporcja 


(1) a:b=c:d 
i jeżeli mamy dwie wielkości x, y, czyniąca zadość związkom 
(2) «ab=b:x , 
(3) czdZdim. 
wówczas (4) b:a=d:y, 
ze związków zaś (1) i (4) otrzymujemy, na mocy tw. 22 ks. V, że 
W RZUŻÓB NE 
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Dla Euklidesa powiedzenie: „wielkości $, S' są do siebie w sto- 
sunku, złożonym z dwuch innych stosunków, np. ze stosunków 4:B oraz 
C:D*, oznacza po prostu, że możemy wyznaczyć lub zbudować trzecią 
wielkość S” taką, żeby było jednocześnie 
(1) ABE N 
(2) CD RRN 

Jeżeli dane stosunki A: B i 0: D są sobie równe, wówczas stosunek 

ki 
„złożony* z nich jest niczym innym, jak stosunkiem „podwójnym,“ 
o którym już była mowa. Istotnie z (1) i (2) mamy w tym przypadku 
S: NZ<SE S! 
Stosunki, złożone ze stosunków odpowiednio równych, są sobie rów- 


ne, co wynika z twierdzenia 11-go, ks. V, że dwa stosunki równe trze- 
ciemu są sobie równe. Jakoż z warunków 

A BSAB: 

CEBĘCZD 
opierając się na proporcjach 

A: BSST 

CDPD NERA 
wnosimy, że 

ASB SO e 

ORDEN 

Jeżeli rozważamy stosunek, złożony z dwuch danych stosunków, 

wówczas bywa nieraz rzeczą dogodną wyrazić te dwa dane stosunki za- 
pomocą trzech tylko wielkości, czyli zastąpić jeden z tych stosunków, 


np. 0:D, przez stosunek B do wielkości nieznanej X, danej przez wa- 
runek 


CDEP: AXT 

Wówczas proporcje (1) i (2) przybierają kształt 
ABD 
BASD A, 


skąd, na mocy twierdzenia 22-go, ks. V, mamy 
ASKEJASZ, 


co można wyrazić w następujący sposób: stosunek dwu wielkości „złożo- 
ny jest* ze stosunku pierwszej wielkości do dowolnej trzeciej i ze stosun- 
ku tej trzeciej do drugiej. 
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To samo zastosować można do stosunku, złożonego z dowolnej licz- 
by innych stosunków. 

$ 8. Zastosowania do zagadnień 2-go stopnia. Do najważniejszych 
zastosowań gieometrycznych teorji proporcji, jakie znaleźć możemy u Eu- 
klidesa, należą twierdzenia, odnoszące się do rozwiązania i dyskusji 
następującego zagadnienia: 

Zbudować równoległobok, znając jego pole, kąty 
oraz stosunek jednego jego boku do różnicy między dru- 
gim bokiem a danym odcinkiem. 

Euklides rozróżnia przedewszystkim dwa przypadki: drugi bok 
równoległoboku może być mniejszy (shhelrew) od danego odcinka, może 
też być od niego większy (drepfdkhAew). 

Rozwiązanie pierwszego przypadku zostało poprzedzone twierdzeniem, 
dotyczącym warunków, którym muszą czynić zadość dane, aby zagadnie- 
nie było rozwiązalne. 

Twierdzenie to, przetłumaczone na język nowożytny, przybiera po- 
stać nieco bardziej skomplikowaną niż w oryginale, i brzmi: 

„Śród wszystkich równoległoboków, które mają kąty odpowiednio 
równe i w których znamy stosunek jednego boku do odcinka, jaki po- 
zostaje po odjęciu drugiego boku od danego odcinka, największe pole ma 
ten równoległobok, w którym ten drugi bok równa się połowie danego 
odcinka* (tw. 27). 

Dowód tego twierdzenia (jak i wszystkich twierdzeń, należących do 
tej grupy) opiera się w istocie rzeczy na rozważaniu dwuch podobnych 
równoległoboków, które otrzymujemy, prowadząc przez dowolny punkt 
przekątnej równoległoboku równoległe do jego boków (tw. 24, 26). 

Dowód ten jest następujący: 

Na połowie AM danego odcinka AB budujemy równoległobok AM NC, 
o którym chcemy dowieść, że pole jego jest więk- 
sze od pola każdego innego równoległoboku, czy- 
niącego zadość warunkom zadania. Wierzchołek 
N, przeciwległy wierzchołkowi Á, łączymy z punk- 
tem B i czynimy spostrzeżenie, że prosta NB jest 
miejscem wierzchołków, przeciwległych wierzchoł- Rys. 57. 
kowi A we wszystkich równoległobokach, czynią- 
cych zadość warunkom zadania. 

Obierzmy którykolwiek z tych równoległoboków, np. AEFG; niech 
H, L, K będą punktami przecięcia się boku EG z MN, BD oraz boku 
GF z NC. 

Równoległoboki MHGF i LDKG są sobie równoważne, wskutek cze- 
go muszą być równoważne sobie równoległoboki MHLB, FBDK, które 
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powstają z poprzednich przez dodanie do nich równoległoboku FGLB. 
Ale równoległobok MHLB równa się równologłobokowi AEHM, zatym 
ten ostatni jest równoważny FBKD. Dodając do każdego z nich równo- 
ległobok MHGF, przekonamy się, że AFGE jest równoważny sumie 
FBKD i MHGF, zatym jest mniejszy od MNBD, czyli od AMNC, 


c b. dro., 


Po dowiedzeniu tego twierdzenia i w założeniu, że dane rzeczonego 
zadania czynią zadość nałożonym ograniczeniom, przechodzi Euklides 
do rozwiązania zadania, które można wysłowić w następujący sposób: 

„Na części AX danego odcinka AB zbudować taki równoległobok 
o danym polu, żeby brakujący równoległobok (t. j. ten, który uzupełnia 
żądaną figurę do równoległoboku, mającego AB za podstawę) był podob- 
ny do danego równoległoboku“. 

W tym celu na AM, czyli na połowie odcinka 4B, buduje on rów- 
noległobok MNCB, podobny do danego. Następnie buduje drugi podob- 
ny do danego równoległobok TNRL tak, by je- 
den jego wierzchołek leżał w punkcie N, dwa zaś 
boki leżały na bokach MN, NC poprzedniego rów- 
noległoboku (wobec czego wierzchołek 2, przeciw- 
l legły wierzchołkowi N, musi leżeć na przekątnej 

Rys. 58. BN) i żeby pole jego równało się różnicy między 

danym polem a polem równoległoboku MNCB. 

Jeśli teraz przedłużymy bok RZ aż do przecięcia się w punkcie Ń z pro- 

stą AB, i bok TL aż do przecięcia się w H z prostą AD, wówczas otrzy- 
mamy żądany równoległobok ASLH. 

Istotnie, składa się on z dwuch równoległoboków (AMTH, MSLT'), 
równoważnych odpowiednio równoległobokom MBKT i LRCK, które ra- 
zem wzięte tworzą to, co pozostanie z równoległoboku MNCB, gdy odej- 
miemy od niego równoległobok TNRŁ, ten zaś, jak wiemy, przedstawia 
różnicę między MNOUB a danym polem. : 

W sposób zupełnie analogiczny rozwiązuje Euklides zagadnienie 
w drugim przypadku, gdy bok żądanego równoległoboku nie jest mniej- 
szy od danego odcinka, lecz przeciwnie „przewyższa* go. W tym wypad- 
ku dane zadania nie podlegają żadnym ograniczeniom (tw. 29). 

Euklides stosuje ogólne rozwiązanie tego zadania do bardzo waż- 
nego przypadku szczególnego, gdy dane pole jest kwadralem, zbudowa- 
nym na danym odcinku, dany zaś równoległobok jest też kwadratem. 

Zagadnienie sprowadza się wtedy do zbudowania prostokąta, którego 
pole równałoby się polu kwadratu, zbudowanego na danym odcinku a, 
i którego wysokość x równałaby się różnicy między podstawą prostokąta 


- 
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a danym odcinkiem. Innemi słowy, zagadnienie sprowadza się do roz- 
wiązania równania 
a?=zx(a+2) , 


czyli do podziału odcinka w stosunku skrajnym i średnim. To samo za- 
gadnienie zostało już dawniej rozwiązane przez Euklidesa (ks. II, tw. 
11) niezależnie od teorji proporcji, jedynie na podstawie teorji równo- 
ważności. - 

To samo powiedzieć można o zadaniu ogólniejszym od poprzedniego 
w którym zamiast równoległoboku mamy dany prostokąt, czyli o zadaniu 
wyznaczyć boki prostokąta, mając dane pole jego i sumę lub różnicę bo- 
ków. Rozwiązanie obu tych zagadnień, zupełnie niezależne od teorji pro- 
porcji, znajdujemy w tw. 84 i 85-ym, w dziele Euklidesa Ae3ópeva 
(„D.a ne“): 

Uogólnienie tych zadań, które, jak widzieliśmy, Euklides otrzy- 
muje zapomocą proporcji, odegrało ważną rolę w historji nauki, gdyż na 
nim oparł Apolonjusz swój wykład teorji stożkowych. Ślady tego wy- 
kładu przechowały się dotąd w nazwach, które Apolonjusz wprowa- 
dził (hiperbola, elipsa, parabola) zamiast tych, któremi posługiwano się 
dawniej (patrz np. u Archimedesa). 


§ 9. O objętościach. Jak wiadomo, w księdze XI „Elementów“ zo- 
stały wyłożone zastosowania teorji proporcji do porównywania objętości 
graniastosłupów i równoległościanów. Dowody odpowiednich twierdzeń 
nie przedstawiają nic ciekawego, gdyż są analogiczne do dowodów odpo- 
wiednich twierdzeń planimetrji, podanych w księdze VI. 

O wiele donioślejsze są zastosowania t.zw. metody „wyczerpy- 
wania* do wyznaczania stosunku pól dwuch kół. (Księga XII, tw. 2). 

$ 10. Krytyki i warjanty tekstu. Teorję proporcji, którą wyłoży- 
liśmy w głównych zarysach, uważają słusznie za jedną z najdoskonal- 
szych pod względem teoretycznym części „Elementów*. 

Barrow, jeden z najsłynniejszych matematyków, którzy przyczy- 
nili się do wyświetlenia ducha tej teorji i do obronienia jej przed mylną 
interpretacją, powiada: 

„Niema w całych „Elementach* nic bardziej subtelnego w pomyśle, 
lepiej uzasadnionego i ściślej zastosowanego od teorji proporcji* (Barrow, 
Lect. Mathem., str. 336). 

Zarzuty krytyczne, jakie od pierwszej chwili odrodzenia badań gieo- 
metrycznych czyniono tej teorji, o ile nie wynikają z zasadniczego niepo- 
rozumienia co do roli i celu tej teorji w systemie Euklidesa, mają 
wszystkie jedną cechę spólną: można im z łatwością uczynić zadość za 


Zagadnienia gieom. 13 
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pomocą nieznacznych zmian, nie narażając na szwank logicznego związ- 
ku całej teorji. 

Większość tych zarzutów uczy nas poznawać nie tyle wady teorji, 
ile uszkodzenia (opuszczenia, dodatki, uzupełnienia, uproszczenia i t. p.), 
którym ulegał tekst pierwotny w kolejnych redakcjach i przekładach, za- 
nim doszedł do naszych rąk. Zarzuty te dają nam zarazem wskazówkę, 
w jaki sposób należy te uszkodzenia naprawić. 

W wielu razach pozostały wyraźne ślady takich uszkodzeń, co wi- 
dać z porównania greckiego tekstu, który jest w naszym posiadaniu i któ- 
ry, jak sądzą, został zredagowany przez Teona z Aleksandrji, z pierw- 
szemi przekładami włoskiemi, szczególnie z przekładem Campanusa 
z XIII w., opartym na rękopisach arabskich. 

Jako przykład charakterystyczny mogę przytoczyć zarzut, który sta- 
wiano oddawna, poczynając od Claviusa (1580), a dotyczący dowodu 
twierdzenia 18-go. Twierdzenie to traktuje o „dodawaniu“ wyrazów 
proporcji czyli przechodzeniu od proporcji a:b=c:d do proporcji 
(a--b):b=(c-d): d. 

Zauważono mianowicie, że dowód ten w tej formie, w jakiej znaj- 
dujemy go w greckim oryginale, opiera się na założeniu, z którego Eu- 
klides nie korzysta w żadnym innym miejscu i które nie figuruje śród 
postulatów, wyraźnie przez niego sformułowanych. 

Założenie, o którym mowa, polega na przypuszczeniu, że gdy mamy 
trzy wielkości A, B,C (z których dwie pierwsze czynią zadość postu- 
latowi Archimedesa), wówczas istnieje zawsze czwarta wielkość D 
taką, iż ARABS CEDE: 


Istotnie, Euklides dowodzi twierdzenia 18-go przez sprowadzenie 
do niedorzeczności, mianowicie wykazuje, że czwarta proporcjonalna 
względem A+B, B, C+D nie może być (o ile wogóle istnieje) ani więk- 
sza, ani mniejsza od D. 

Wobec tego niektórzy komentatorowie Elementów (np. Clavius) 
uważali za potrzebne wyrażne sformułowanie tego założenia zamieścić 
śród podstawowych twierdzeń (określeń i postulatów), od których zaczy- 
na się księga V. 

Inni na tym nie poprzestali, sądząc, że założenia tego nie można 
uważać za twierdzenie oczywiste i nie wymagające dowodu lub niemożli- 
we do dowiedzenia. 

Do nich należy Saccheri. Nazwał on ten postulat niezbyt pięk- 
nym (parum decorum) i orzekł, że należy go unikać jako nowej „pla- 
my* na wykładzie Euklidesa, plamy, którą można postawić na równi 
z założeniem postulatu o równoległych. Zaproponował on zastąpienie tego 
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założenia przez następujące twierdzenie, o którym sądzi, że potrafił go 
dowieść: 

„Stosunek dwuch jakichkolwiek wielkości jest za- 
wsze albo równy, albo mniejszy, albo większy (w znaczeniu, 
określonym przez Euklidesa), od stosunku każdych dwu in- 
nych wielkości“. 

Wreszcie Robert Simson w notach do swego wydania Elemen- 
tów Euklidesa (Edynburg 1781, str. 322) nie wahał się oświadczyć, że 
dowód twierdzenia 18-go nie jest autentyczny, że mamy tu do czynienia 
z interpelacją Teona lub innego, dawniejszego autora. 

Pogląd ten jest tym bardziej prawdopodobny, że w wydaniu łaciń- 
skim Elementów, dokonanym przez Campanusa przy pomocy przekła- 
du arabskiego (który opierał się na tekście greckim starszym od redakcji 
Teona), znajdujemy zupełnie inny dowód tw. 18-go. Zamiast sprowadze- 
nia do niedorzeczności, mamy tu dowód zupełnie analogiczny do tego, 
który Euklides stosował w twierdzeniu 17-ym, a który nie wymaga 
wcale postulatu o istnieniu czwartej proporcjonalnej. 

Dowód przytoczony przez Campanusa jest niezupełny i sam przez 
się, jak zobaczymy, nie jest przekonywający, wystarczy jednak wprowa- 
dzić do niego pewne ograniczenia lub dodatki, aby otrzymać dowód zu- 
pełnie poprawny i niezależny od żadnych założeń prócz tych, które Eu- 
klides wyraźnie wypowiedział. 

Dowód ten polega na następującym. Na mocy określenia, cztery wiel- 
kości a, b, c,d tworzące proporcję powinny być tego rodzaju, że jeśli 
obierzemy dwie dowolne liczby całkowite m, n (przypuszcza się, że m>n), 
wówczas musi być zawsze 


> 
(m—n)c=nd , 
zależnie od tego, czy 


(m—n)aź nb ; 

Twierdzenie to jest tożsamym z następującym: 
mamy zawsze mcź n(c+-d), 
zależnie od tego, czy ma n(a--b). 


Aby móc stąd wnosić, jak to robi Cam panus, że cztery wielkości 
a, a+b, c, ced czynią zadość euklidesowemu określeniu proporcji, trzeba 
zbadać, czy powyższy warunek jest spełniony nie tylko przy m>n, ale 
również przy m=n. 

Że tak jest istotnie, wynika odrazu z faktu, iż w obu przypadkach 
mamy zawsze jednocześnie 


http://rcin.org.pl 


c= 46 = 


ma<nf(a--b) 
i mc<n(c--d) . 

Nie jest zresztą rzeczą nieprawdopodobną, że ten dodatek, który wy- 
starcza aby uczynić dowód Campanusa zupełnie zadowalającym, był 
przez niego (i przez niektórych innych, którzy go opuszczają, np. przez 
Tartaglię) uważany za zbyt oczywisty i wskutek tego opuszczony. 

Nie jest to jedyny przypadek, kiedy warjanty tekstu, użytego przez 
Campanusa, dają nam możność zrekonstruowania tekstu Euk lide- 
sa, prawdopodobnie bardziej zbliżonego do autentycznego niż znane nam 
teksty greckie. 

To samo np. można zauważyć co do zarzutów, które Pelletier 
(Pelletarius) uczynił dowodowi 5-go twierdzenia. W dowodzie tym za- 
kłada się implicite podzielność jednej z rozważanych wielkości na dowol- 
ną liczbę części równych. 

Porównanie tego dowodu z opartym na tekście arabskim przekła- 
dem Campanusa, który tego błędu nie zawiera, przekonywa nas, że 
można istotnie z pewną słusznością utrzymywać, iż zarzuty powinny być 
skierowane nie przeciw Euklidesowi, lecz przeciw tym, który przed 
Teonem przerabiali i upraszczali tekst Euklidesa. 

Inny niedoskonały dowód mamy w twierdzeniu 10-ym, jak to zau- 
ważył Simson, wskazując zarazem sposób poprawienia go. Błąd polega 
w danym razie na tym, że autor zakłada niedowiedzione twierdzenie, iż 
stosunek nie może być jednocześnie większy i mniejszy od innego sto- 
sunku. 

Simson zwraca również uwagę na brak niektórych innych twier- 
dzeń, których dowód, łatwy zresztą do przeprowadzenia, autor zakłada 
w różnych rozumowaniach. Simson wyraża mniemanie, że twierdzenia 
te dla tego zostały opuszczone, iż redaktorom tekstu euklidesowego wy- 
dały się zbyt oczywistemi. Otóż stają się one istotnie oczywistemi, jeżeli 
nazwie „stosunek* przypisujemy sens arytmetyczny taki, jaki mamy pra- 
wo przypisywać jej tylko w przypadku wielkości spółmiernych. 

$ 11. Zagadnienia, dotyczące porządku twierdzeń. Omówione 
poprzednio uwagi krytyczne dotyczyły ogólnego wykładu teorji proporcji 
(księga V). Przechodząc do uwag, dotyczących zastosowań gieometrycz- 
nych (księga VI), natrafiamy na jedną, która porusza sprawę nie popraw- 
ności lub dostateczności poszczególnych dowodów, lecz porządku różnych 
części teorji i związku między niemi. 

Euklides dowodzi zapomocą równoważnych trójkątów twierdzenia 
Talesa o proporejonalności odcinków, wyznaczonych na dwuch bokach 
trójkąta przez prostą, równoległą do trzeciego boku. 
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Gdyby twierdzenie to zostało dowiedzione bezpośrednio na zasadzie 
określenia wielkości proporcjonalnych (tak, jak Euklides dowodzi, że 
pola trójkątów o równych wysokościach są proporcjonalne do podstaw), 
wówczas możnaby uporządkować twierdzenia w sposób, nie odbiegający 
zasadniczo od uporządkowania u Euklidesa, a jednak lepiej” uwydat- 
niający związki między różnemi grupami twierdzeń księgi VI*). 

Do pierwszej grupy można zaliczyć twierdzenia, dające się wysnuć 
bezpośrednio z określenia równości stosunków, jak również wnioski pły- 
nące z tych twierdzeń. Są to w planimetrji: 

1) Twierdzenie Talesa oraz będące z nim w związku twierdzenia 
o trójkątach równokątnych; można tu jeszcze dodać twierdzenie o pro- 
porcjonalności odcinków, wyznaczonych przez dwie przecinające się cięciwy. 

2) Proporejonalność pól trójkątów i równoległoboków do ich pod- 
staw, o ile trójkąty te (lub równoległoboki) mają równe wysokości. Po- 
sługując się przechodniością równości stosunków, można stąd wysnuć pro- 
porcje, odnoszące się do równoważnych trójkątów (lub równoległoboków) 
o równym kącie. 

3) Proporcjonalność łuków i kątów środkowych w kole. 

Połączenie tych twierdzeń w jedną grupę ma tę dobrą stronę, że 
podkreśla fakt, iż przy dowodzeniu trzech twierdzeń podstawowych 1), 
2) i 3) (jak również w- analogicznych twierdzeniach stereometrji) stosuje- 
my to samo postępowanie, które daje się sformułować w następujący 
sposób: 

Niech będą dane dwie klasy wielkości A, B, © .., A, B',C'..., mię- 
dzy któremi możemy ustalić odpowiedniość jedno-jednoznaczną tego ro- 
dzaju, że sumie A--B dwuch wielkości pierwszej klasy odpowiada suma 
A'+B' wielkości drugiej klasy A'/, B', które odpowiadają wielkościom 4, B. 

Wobec tego, jeżeli weźmiemy dwie dowolne wielkości pierwszej kla- 
sy Á, B i odpowiednie wielkości 4, B” drugiej klasy, wówczas musi być 


A 
A ze A 
zależnie od tego, czy 
>d 14 
LED 


Prócz tego dowolnej wiélokrotności każdej wielkości pierwszej klasy 
odpowiada taka sama wielokrotność odpowiedniej wielkości drugiej klasy. 


*) Porówn. np. F. Enriques i U. Amaldi. Zasady gieomelrji elementar- 
nej. Takie ugrupowanie twierdzeń znajdujemy w wielu nowożytnych podręczni- 
kach. Nie udało mi się skonstatować, kto pierwszy je wprowadził. 
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To wystarcza do wyciągnięcia wniosku, że jeżeli A, B są dwiema 
wielkościami pierwszej klasy, zaś 4, B’ odpowiedniemi wielkościami dru- 
giej, wówczas zawsze zachodzi proporcja 


A BZĄŚ >, 


Po tej pierwszej grupie twierdzeń, dających się wysnuć bezpośred- 
nio z określenia proporcjonalności, następuje druga, złożona z twierdzeń 
odwrotnych. 

Mają one tę cechę spólną, że przy dowodzeniu ich stosujemy spro- 
wadzenie do niedorzeczności, mianowicie, opierając się na tym, że rów- 
ność stosunków podlega prawu przechodniości, wykazujemy, iż z mylno- 
ści twierdzenia wynikałoby istnienie dwuch czwartych proporcjonalnych 
do trzech danych wielkości *). 

Mamy wreszcie grupę twierdzeń o porównywaniu pól trójkątów ma- 
jących spólny kąt oraz pól wielokątów podobnych; są to jednym słowem 
twierdzenia, związane z pojęeiem stosunku złożonego. 

Należy zaznaczyć, że u. Euklidesa pojęcie to zostało wyznaczone 
tylko w szczególnym przypadku, mianowicie w odniesieniu do wspomnia- 
nych zastosowań gieometrycznych, daleko jednak naturalniejszym miej- 
seem dla tego pojęcia jest ogólna teorja proporcji, którą Euklides roz- 
wija niezależnie od zastosowań gieometrycznych. 


II. Dalsze rozwinięcia teoriji. 


$ 12. O dążeniu gieometrów greckich do uwolnienia się od pro- 
porcji. W powyższym przeglądzie treści księgi VI Elementów można zna- 
leźć wiele przykładów twierdzeń, które ze względu na wysłowienie są zu- 
pełnie niezależne od pojęcia proporcji lub stosunku (w sensie, jaki Eu- 
klides nadaje tym terminom), a jednak zostały przez Euklidesa do- 
wiedzione za pomocą rozumowań, opartych na własnościach wielkości 
proporcjonalnych. 


*) Warto zwrócić uwagę, że dla twierdzenia Talesa mamy dwa twier- 
dzenia odwrotne; ważniejsze z nich możemy albo otrzymać z drugiego za pomocą 
„składania*, albo też możemy dowieść go bezpośrednio, opierając się na tym, że 
daną wielkość można tylko jednym sposobem podzielić na części, proporcjonalne 
do dwu danych wielkości. 


o 
= 
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Znajdujemy wreszcie śród tych twierdzeń takie, które zostały dowie- 
dzione przez Euklidesa w poprzednich księgach, zupełnie niezależnie 
od teorji, wyłożonej w księdze V. 

Tak np. ma się rzecz z twierdzeniem Pitagorasa. W księdze I 
znajdujemy znany dowód, którego odkrycie przypisują zwykle Euklide- 
sowi; obok tego jednak mamy w księdze VI inny dowód, nie tylko prost- 
szy od poprzedniego, lecz prowadzący zarazem do wniosku o wiele ogól- 
niejszego. 

To samo można powiedzieć o konstrukcji boku dziesięciokąta forem- 
nego. W księdze II mamy dowód tej konstrukcji, oparty wyłącznie na 
własnościach prostokątów równoważnych, w księdze zaś VI, jak widzie- 
liśmy, dowiódł Euklides tej konstrukcji inaczej, traktując ją jako szcze- 
gólny przypadek innej konstrukcji, opartej w istocie rzeczy na własno- 
ściach figur podobnych. 

Nie brak też twierdzeń, które dałyby się udowodnić daleko łatwiej bez- 
pośrednio zapomocą teorji proporcji, Euklides jednak zamiast tej dro- 
gi obrał inną, o wiele dłuższą i bardziej mozolną, unikając odwoływania 
się do teorji proporcji. Charakterystycznym przykładem może być twier- 
dzenie o równoważności prostokątów, zbudowanych z odcinków, wyzna- 
czonych przez przecięcie się dwuch cięciw koła. Euklides, jak wiado- 
mo, wysnuwa je z twierdzenia Pitagorasa. 

Jest rzeczą prawdopodobną (jak sądzi Zeuthen), że w tych ustę- 
pach, gdzie Euklides wybiera dowód niezależny od pojęcia proporcji, 
mamy do czynienia z pewnego rodzaju przeżytkiem, mianowicie ze śladami 
dawniejszych dowodów, do których musieli uciekać się matematycy grec- 
cy, zanim stworzono ogólną teorję proporcji. Jak wiadomo, teorja ta, któ- 
rą zawdzięczamy bezpośrednim poprzednikom Euklidesa, usunęła ogra- 
niczenia, które nie pozwalały przenosić pojęcia stosunku na wielkości 
niespółmierne. 

Później będziemy mieli sposobność ustalić, że w pismach innych 
autorów, np. Apolonjusza i Papusa, znaleźć można wyrażne ślady 
szczególnego rozwoju teorji równoważności. Tłumaczy się to konieczno- 
ścią, w jakiej znajdowali się dawniejsi matematycy greccy, którzy”zmu- 
szeni byli stosować tę teorję do rozwiązywania takich zagadnień, które 
dopiero w późniejszych czasach zaczęto traktować zapomocą teorji pro- 
porcji i stosunków. 

$ 13. Giordano Vitale z Bitontu. Próby zużytkowania w dowo- 
dach gieometrycznych rozważań, dotyczących porównywania pól, zamiast 
rozumowań, zawierających pojęcie stosunku i proporcji, próby te, powia- 
dam, musiały przestać interesować matematyków, skoro tylko znikła przy- 
czyna, która je porodziła. e 


http://rcin.org.pl 


— 200 — 


W epoce odrodzenia spekulacji gieometrycznych powstała znów dąż- 
ność do usunięcia metod, za pomocą których Euklides stosuje swą 
ogólną teorję proporcji do dowodów twierdzeń gieometrycznych. Ale te- 
raz dążność ta miała inny charakter. Chciano mianowicie zastąpić meto- 
dę Euklidesa inną, za pomocą której te same twierdzenia dałyby się 
otrzymać w sposób bardziej bezpośredni i nie podlegający zarzutom, ja- 
kie mogły być uczynione teorji ogólnej lub niektórym jej częściom. 

Zdaje się, że pierwsza tego rodzaju próba wynikła z chęci nadania 
jakiegoś sensu określeniu „stosunku złożonego*, które znajdujemy na po- 
czątku księgi VI. Określenie to niewątpliwie nie jest autentyczne, gdyż 
nie znajdujemy gou Campanusa, i Euklides nigdy się nim nie po- 
sługuje. Powiada ono, że przez stosunek „złożony z dwu innych stosun- 
ków* należy rozumieć stosunek, który otrzymujemy przez „pomnożenie 
wartości“ (zyhtzórycecę) tamtych dwu. 

Giordano Vitale z Bitontu*) zadał sobie pytanie, co należy ro- 
zumieć przez iloczyn dwu stosunków w przypadku, gdy chodzi o stosun- 
ki wielkości niespółmiernych. To doprowadziło go do zagadnienia: czy 
przynajmniej dla odcinków nie można nadać wyrazom „stosunek* i „ilo- 
czyn* znaczenia, opartego na rozważaniach czysto gieometrycznych, a za- 
tym niezależnych od wszelkiej hipotezy, dotyczącej spółmierności lub nie- 
spółmierności odcinków, figurujących w danym twierdzeniu? 

W tym celu proponuje on w swym Euclide restituto zdefinjowanie 
„iloczynu“ dwuch odcinków a, b jako odcinka z, czyniącego zadość wa- 
runkowi 

mia=b:l ; 
gdzie 1 przedstawia dowolny odcinek, obrany za jednostkę. „Iloraz* dwu 
odcinków a, b określa on jako odcinek y, czyniący zadość warunkowi 
abs T 

W ten sposób iloraz i iloczyn dwu odcinków określa on jako nowe 
odcinki, które można zbudować zapomocą twierdzenia Talesa, jeżeli 
tamte dwa są dane. W tym celu na dwuch ramionach kąta odkładamy 
w odpowiednim porządku odcinek jednostkowy oraz dwa dane odcinki 
i przez jeden z otrzymanych punktów prowadzimy równoległą do prostej, 
łączącej dwa drugie punkty. 

Na otrzymanych iloczynach lub ilorazach danych odcinków może- 
my znów wykonywać „mnożenie* i „dzielenie* (w znaczeniu określonym), 
przez co powstaną nowe odcinki. W szczególności otrzymamy tą drogą 


*) Euclide Restituto, Roma 1680. 
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odcinki, będące iloczynami ilorazów (stosunków) innych od- 
cinków. 

Vitale Giordano dowodzi kilku własności określonych przez sie- 
bie działań, opierając się oczywiście na twierdzeniach, których Eukli- 
des dowiódł w księdze V o wielkościach wogóle. 

Z pośród nich warto podnieść następujące: 

1) Jeżeli dwa odcinki a, b pomnożymy przez trzeci odcinek c, otrzy- 
mane iloczyny p, q czynić będą zadość warunkowi 


a:b=piq -: 
2) Jeżeli zachodzi proporcja 
GZDĘCHES 


wówczas iloczyn odcinków a, d (przy dowolnej jednostce) równa się ilo- 
czynowi odcinków b, c (przy tej samej jednostce). 

Następuje twierdzenie, które wyraża to, co dziś nazwalibyśmy pra- 
wem łączności w zastosowaniu do iloczynu odcinków. 

3) Jeżeli mamy dane trzy odcinki a, b, c, wówczas iloczyn odcinka a przez 
odcinek, będący iloczynem b przez c, jest odcinkiem równym temu, któ- 
ry otrzymamy, mnożąc najpierw a przez b, następnie zaś iloczyn ten mno- 
żąc przez c. 

4) Jeżeli iloraz odcinków a, b pomnożymy przez b, otrzymany ilo- 
czyn będzie się równał odcinkowi a. 

Na podstawie twierdzeń księgi V Euklidesa dowodzi autor, że 
jeśli, mając dowolną liczbę odcinków, podzielimy każdy z nich przez na- 
stępny, wówczas iloczyn tych wszystkich ilorazów będzie się równał ilo- 
razowi pierwszego odcinka przez ostatni. Dowód tego twierdzenia dla przy- 
padku, gdy mamy dane trzy tylko odcinki, jest w ogólnych zarysach na- 
stępujący: 

Jeżeli a, b,c są trzema danemi odcinkami, wówczas ilorazy pierw- 
szego przez drugi i drugiego przez trzeci będą odpowiednio dwoma od- 
cinkami æ, y, które czynią zadość warunkom 

a:b=20:1 (1) 

b:czy:1 (2) 
iloczyn zaś odcinków «, y będzie, na mocy określenia, odcinkiem z, wy- 
znaczonym przez warunek 

z:%=yj:l (3) 


Oznaczmy przez z” iloraz a przez c czyli odcinek, wyznaczony przez 
warunek 
arez ri (4) 
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Z porównania proporcji (2) i (4) mamy 


dozy 


? 


z tej ostatniej i z proporcji (1) mamy 


czyli ZAMZŻYRAŁ. 


skąd wynika, że 


czyli że iloczyn z dwuch ilorazów a:b i b:c jest odcinkiem, równym od- 
cinkowi z, który jest ilorazem a:c. 

W sposób zupełnie analogiczny dowodzi autor twierdzenia w innym 
szczególnym przypadku, gdy dane odcinki a,b, c... tworzą proporcję ciąg- 
łą, czyli gdy stosunki, które mamy mnożyć, są wszystkie równe sobie 
(stosunki t. zw. „podwójne“, „potrójne“ i t. d.^*). 


$ 14. Herman Grassmann. Wyłożone przez nas badania Vitale- 
go Giordana nie mają nic spólnego z badaniami gieometrów greckich, 
o których mówiliśmy poprzednio, a które miały na celu uniezależnienie 
od teorji proporcji pewnych specjalnych twierdzeń gieometrycznych. Na- 
tomiast badania Giordana mają wiele punktów styczności z póżniej- 
szemi spekulacjami, do których teraz przechodzimy. W spekulacjach 
tych chodziło o to, by niezależnie od określenia E uklidesowego i od 
zawartych w nim założeń (a więc niezależnie od postulatu Archime- 
desa) zbudować teorję gieometryczną, która mogłaby całkowicie zastą- 
pić księgę V Elementów, przynajmniej w zastosowaniu do odcinków. 

O ile mi się zdaje, pomysł ten został po raz pierwszy urzeczywist- 
niony przez Grassmanna w Ausdehnungslehre (1844). 

Grassmann rozpoczyna od spostrzeżenia ($ 75), że śród charak- 
terystycznych własności odcinków proporcjonalnych znajdujemy dwie, 
z których każda stanowić może kryterjum dla nowego określenia propor- 
cjonalności. 


*') Z punktu widzenia historycznego ciekawy jest ustęp, poprzedzający 
streszczone rozważania Giordana: „Zanim przystąpię do składania proporcji, 
teorji tym bardziej trudnej do zrozumienia, że wynika ona z zasady, nie dowie- 
dzionej dotąd ani przez Euklidesa, ani, o ile wiem, przez żadnego innego au- 
tora...“ (Euclide restituto, str. 261). 
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Jedna cecha polega na równoważności prostokątów (lub równoległo- 
boków o kątach odpowiednio równych), zbudowanych odpowiednio z pierw- 
szego i czwartego odcinka oraz z drugiego i trzeciego. 

Drugą cechą jest ta, o której mowa w twierdzeniu Talesa: jeżeli 
cztery odcinki tworzą proporcję i jeżeli na jednym ramieniu kąta odło- 
żymy, poczynając od wierzchołka, pierwszy i drugi odcinek, na drugim 
zaś ramieniu — trzeci i czwarty, wówczas prosta, łącząca końce pierwsze- 
go i trzeciego odcinka, musi być równoległa do prostej, łączącej końce 
drugiego i czwartego. 

W związku z temi dwiema cechami, podaje Grassmann określe- 
nia „proporcji* między odcinkami, dotyczące nie tylko długości, lecz 
również kierunku tych odcinków. Są to następujące określenia: 

1) Niech będą dane cztery odcinki, z których zarówno dwa pierw- 
sze są do siebie równoległe, jak i dwa drugie, lecz dwa pierwsze nie sz 
równoległe do dwuch drugich; powiadamy, że cztery te odcinki tworzą 
proporcję, jeżeli równoległobok o bokach równoległych do pierwszego 
i czwartego odcinka i równych im jest równoważny równoległobokowi, któ- 
rego boki są równoległe do drugiego i trzeciego odcinka i równają się im. 

2) O czterech odcinkach, odpowiadających poprzednim warunkom, 
powiadamy, że tworzą proporcję, jeżeli po zbudowaniu dwuch trójkątów, 
z których jeden ma boki równoległe do pierwszego i trzeciego odcinka 
i równe im, drugi zaś — boki równoległe do drugiego i czwartego odcin- 
ka i równe im, okaże się, iż pozostałe boki tych trójkątów są do siebie 
równoległe. . 

Grassmann wykazuje, że zapomocą jego znakowania symbolicz- 
nego można z warunków jednego z tych określeń otrzymać bezpośrednio 
warunki drugiego. 

Aby pokazać, jak on to czyni, wystarczy przypomnieć, że Grass- 
mann nazywa sumą odcinków a,b taki odcinek OC, który powsta- 
nie, gdy przez punkt O wykreślimy odcinek OA równy odcinkowi a i rów- 
noległy do niego, przez punkt zaś A odcinek AC równy b i równoległy 
do niego, wreszcie punkt O połączymy z C. Iloczynem odcinków a, b 
nazywa Grassmann pole równoległoboku, którego dwa boki są do tych 
odcinków równoległe i równe im. 

Z tego drugiego określenia wynika, iż warunkiem koniecznym i do- 
statecznym równoległości dwuch odcinków jest ten, żeby ich iloczyn rów- 
nał się zeru. Chcąc wyrazić fakt, że warunki zawarte w określeniu 2) 
są spełnione, piszemy 

(a--c)(b-d)=0 . 


Ponieważ zaś określone powyżej „mnożenie“ posiada względem „su- 
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my* własność rozdzielności, zatym po wykonaniu działań, wskazanych 
w powyższym wzorze, i po uwzględnieniu, że ab=0 i cd=0 (z powodu 
równoległości odcinków a,b i c, d), będziemy mieli 


ad--cb=0 , 
albo wreszcie (na mocy reguły znaków Grassmanna) 
ad=bc . 


Otrzymany wzór jest wyrazem równoważności dwuch równoległobo- 
ków, o których mowa w określeniu 1). 

Po takim ustaleniu tożsamości warunków, zawartych w obu okreś- 
leniach, Grassmann powraca do określenia 2), które można jeszcze 
wysłowić w następujący sposób: 

„Jeżeli dwa trójkąty mają wszystkie boki odpowiednio równoległe, 
wówczas dwa boki jednego i odpowiednie dwa boki drugiego tworzą pro- 
porcję*. 

Aby dowieść na mocy tego określenia, że z dwuch proporcji 


(1) d:b=c:d 

(2) WADZZEĘŃ 
wynika 

(3) eiden 


Grassmann postępuje tak: 

Na prostej, mającej ten sams kierunek co dwa równoległe odcinki 
a, b, odkłada on, poczynając od punktu 0, dwa odcinki OA=a, OB=b, 
Przez A i B prowadzi on odcinki AC, BD 
równe odcinkom c, d i równoległe do nich. 
Wobec proporcji (1) odcinki OC, OD muszą 
być równoległe, zatym punkty O, ©, D muszą 
leżeć na jednej prostej. 

Jeśli teraz przez A, B poprowadzimy dwa 
nowe odcinki 4%, BF równoległe do e, fi rów- 
ne im, wówczas, na mocy proporcji (2) punk- 

Rys. 59. ty O, E, F muszą leżeć na jednej prostej. 
Trójkąty AACE i ABDF mają po dwa 
boki odpowiednio proporcjonalne, że zaś trzy proste, łączące odpowiednie 
ich wierzchołki, przechodzą przez jeden punkt O, zatym trzecie ich boki 
CE, DF muszą być do siebie równoległe i musi zachodzić proporcja 


AC:BD=AE:BF 


czyli 6:d=e:f. 
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Jak widzimy, twierdzenie, o którym mowa, występuje tu jako bez- 
pośredni wniosek z twierdzenia Desarguesa. 

Pozostaje do zbadania przypadek, gdy dane odcinki nie są do sie- 
bie równoległe parami, lecz są wszystkie cztery równoległe. W tym przy- 
padku nie możemy wprost stosować konstrukcji, którą uznaliśmy za kry- 
terjum równoległości. 

W celu wyjaśnienia, co w takim razie należy rozumieć przez pro- 
porejonalność odcinków, Grassmann postępuje w następujący sposób: 

Przedewszystkim zauważa, że gdy mamy dane dwie pary odcinków 
tworzących proporcję, wówczas, na mocy tylko co dowiedzionego twier- 
dzenia, możemy wyznaczyć jeszcze jedną parę odcinków, proporcjonalną 
do każdej z dwu danych par. 

Ta własność stanowi nowe kryterjum, na mocy którego możemy 
wnosić o proporcjonalności czterech odcinków. Jeśli chcemy, żeby to no- 
we kryterjum miało sens i wtedy, gdy cztery odcinki proporcjonalne są 
do siebie równoległe, musimy oprzeć na nim nowe określenie proporcjo- 
nalności, którego szczególnym przypadkiem byłoby pierwsze nasze okreś- 
lenie. 

To nowe określenie również posiada dowiedzioną poprzednio włas- 
ność, że jeśli dwie pary odcinków są proporcjonalne do trzeciej pary, to 
są proporcjonalne do siebie. 

Mamy tu wszystko, co jest konieczne, abyśmy mieli prawo pojmo- 
wać proporcję jako „równość dwuch stosunków* czyli jako związek po- 
między parami odcinków, czyniących zadość charakterystycznym własno- 
ściom związku równości. (Grassmann, Ausdehnungslehre, 1884, $ 78). 


$ 15. L. Rajola Pescarini. Zdaje się, że powyższe rozważania 
Grassmanna nie wywarły bezpośredniego wpływu i nie zwróciły uwa- 
gi matematyków na zagadnienia, które one albo nasuwają, albo zawiera- 
ją implicite. 

Jakoż po upływie ćwierci wieku, zupełnie niezależnie od tych roz- 
ważań, ukazują się pierwsze próby zbudowania na określeniach czysto 
gieometrycznych takiej teorji, która przynajmniej dla odcinków mogłaby 
całkowicie zastąpić teorję Euklidesa, opartą na ogólnym jego okreś- 
leniu proporcjonalności. 

Próby te nie dotyczą, jak u Grassmanna, odcinków, w których 
bierzemy pod uwagę wielkość i kierunek, lecz jedynie wielkości odcin- 
ków. Z pośród tych prób należy podnieść trzy następujące, które ukaza- 
ły się jedna po drugiej w krótkich odstępach czasu, były jednak nieza- 
leżne od siebie. 

1) Luigi Rajola Pescarini ogłosił w 1876 r. w Neapolu pracę 
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p. t. „Studio sulla proporzionalità grafica e sue applicazioni alla similitu- 
dine e alla ometetia*. 

2) R. Hoppe, redaktor czasopisma „Archiv fiir Mathematik u. Phy- 
sik* ogłosił w tym piśmie w 1878 r. artykuł p. t. „Rein geometrische Pro- 
portionslehre*. 

3) G. Biasi wykładał kurs teorji proporcji w szkole technicznej 
w Sassari. Wykłady te zostały w 1882 r. wydane przez jego uczniów 
w postaci litografowanego kursu. 

Rajola Pescarini stawia sobie za zadanie „umożliwić młodzieży 
studjowanie najważniejszych własności teorji podobieństwa, jednokład- 
ności i t. p. niezależnie od V księgi Euklidesa i od arytmetyki*. 

Na jednym ramieniu oznaczonego kąta odkłada on 
odcinki OA, OB i określa jako „proporcjonalne“ do nich 
odcinki OC, OD, które otrzymuje, prowadząc z punktów 
A, B dwie proste do siebie równoległe, które przecinają 
w punktach C, D drugie ramię kąta. 

Chcąc na mocy tego określenia dowieść, że prosto- 

Rys. 60. kąt, zbudowany z dwuch odcinków, będących wyrazami 

skrajnemi proporcji, jest równoważny prostokątowi, zbu- 
dowanemu z odcinków, będących wyrazami środkowemi, ucieka się Pes- 
carini do twierdzenia o równoważności prostokątów, zbudowanych 
z odeinków, na które dzielą się dwie przecinające się cięciwy koła. Jak 
widzieliśmy, Euklides dowodzi tego twierdzenia, opierając się tylko na 
twierdzeniu Pitagorasa. 

Do przeprowadzenia tego dowodu wystarczy zauważyć, że jeśli w po- 
przedniej figurze odłożymy na OD odcinek OB =0O£B, na OA zaś odcinek 
OC'= 0C, otrzymamy czworobok 4B'('D, którego 0 
dwa przeciwległe kąty spełniają się, zatym wierz- 
chołki jego leżą na jednym okręgu. 

Z twierdzenia tego wyciąga autor bezpośred- 
nio wniosek, że jeśli cztery odcinki spełniają wy- 
mieniony wyżej warunek proporcjonalności przy 
jakimś oznaczonym kącie, wówczas muszą go 
spełniać przy każdym kącie. Innemi słowy: jeżeli 
dwa trójkąty są podobne, wówczas podobnemi 
muszą być dwa inne trójkąty, które otrzymamy, 
odkładając na ramionach dwuch dowolnych ką- 
tów dwie pary odpowiednich boków tych trójką- 
tów podobnych. 

Z twierdzenia tego wypływa inny bezpośredni wniosek, mianowicie 
że wolno przestawiać wyrazy środkowe albo wyrazy skrajne proporcji. 


Rys. 61. 
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Aby dowieść, że dwie pary odcinków, które są proporcjonalne do 
tej samej trzeciej pary, są do siebie proporcjonalne, Rajola dowodzi 


najpierw następującego twierdzenia: 
oo 


G 
Rys. 62. 


Jeżeli trzy pary odcinków a, a'; b, b; c, œ, będących bokami trójką- 
tów AABC i AA'BC', są do siebie aope naine wówczas odpowied- 
nie kąty tych trójkątów równają się sobie. 

Istotnie, zbudujmy trójkąt, którego kąty równałyby się odpowied- 
nio. kątom trójkąta ABC i którego bok, odpowiadający bokowi AC, rów- 
nałby się A'('. Jeżeli przez «©, y oznaczymy dwa inne boki tego trójką- 
ta, będziemy mieli 

a:qa=b:b 
BELI JAA 
biorąc zaś pod uwagę dwie następujące proporcje 
asa bd: 
c:czb:b', 


otrzymamy WZA SUSZEC 


Rys. 63. 


. 
Przypuśćmy teraz, że mamy dane dwie proporcje 
a:b=c;d 
CAR A 
Z trzech odcinków a,c,e budujemy jeden trójkąt, z odcinków zaś 
b, d, f budujemy drugi. Na mocy poprzedniego twierdzenia, odpowiednie 
kąty obu trójkątów muszą być sobię równe. Wobec tego możemy nało- 


żyć trójkąty na siebie tak, by kąt Rae upadł na kąt &bf, boki zaś c, d 
żeby były do siebie równoległe. Wnosimy stąd, że musi zachodzić proporcja 


W: D=E:f 7 
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Dowód ten nie da się zastosować w przypadku, gdy trójki odcin- 
ków a,c,e i b,d,f nie czynią zadość nierównościom, które powinny za- 
chodzić między bokami trójkąta. 

Można jednak ten dowód zastąpić innym, opartym na własnościach 
dwuch kół, wyznaczonych odpowiednio przez punkty Á, B, C, D oraz 
C, D, E, F, które otrzymać możemy, odkładając w odpowiednim porząd- 
ku na ramionach dowolnego kąta odcinki a, b, c, d, e, f. 

Istotnie, proste AB, EF tworzą z pro- 
stą AK kąty odpowiadające sobie równe 
(gdyż oba równają się kątowi CDF), 
wskutek czego trójkąty AAOÓBi AOEF 
są do siebie podobne, dwie pary zaś od- 
cinków 04, OE, OB, OF są do siebie pro- 

Rys. 64. porcjonalne. Widzimy tedy, że prostokąt 

z odcinków a,f musi być równoważny 

prostokątowi z odcinków b, e, czyli że para odcinków a, b jest proporcjo- 
nalna do pary e, f*). ©: b. d. ©. 

$ 16. R. Hoppe. Artykuł Hoppego składa się z dwuch czę- 
ści. Pierwsza jest poświęcona rozwinięciu teorji odcinków proporcjona|- 
nych, opartej na określeniu analogicznym do tego, któreśmy tylko co roz- 
patrywali. Druga część rozwija tą samą teorję, wychodząc z określenia, 
opartego na drugiej charakterystycznej własności odcinków proporcjona|- 
nych, mianowicie na równoważności prostokątów. 

W pierwszym wykładzie Hoppego podstawowym jest następujące 
twierdzenie, którego Hoppe dowodzi zapomocą konstrukcji przestrzennej 
(z zupełnie niepotrzebną domieszką rozważań nieskończonostkowych), 
w gruncie rzeczy identycznej z twierdzeniem Desarguesa o trójkątach 
jednokładnych: 

„Jeżeli kąty, które tworzą bok AB czworoboku 
z dwoma sąsiedniemi bokami AD, BC i z przekątne- 
mi AC, BD, równają się odpowiednio kątom, które 
tworzą bok A'B' innego czworoboku z sąsiedniemi 
bokami A'B, B'C' i z przekątnemi AC, B'D', wów- 
czas kąty, utworzone przez bok CD pierwszego czwo- 
roboku z temi samemi prostemi AD, BC, AC, BD 


muszą równać się odpowiednio kątom, utworzonym Rys. 65. 
przez bok ('D' drugiego czworoboku z prostemi 


A UC A COTE S, ə 


*) Porówn. G. Vailati. Di un modo di riattacare la teoria delle proporzioni 
tra segmenti a quella dellequivalenza. (Seritti. Firenze 1911, str. 399). 
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Z tego twierdzenia wyprowadza Hoppe odrazu następującć (które 
zresztą jest tylko szczególnym jego przypadkiem): 

Odłóżmy cztery odcinki a, b, c, d na ramionach kąta, poczynając od 
wierzchołka (np. pierwsze dwa na jednym ramieniu, drugie zaś dwa na 
drugim); niech będą 4, B,C, D końcowe ich punkty; jeżeli prosta AC 
jest równoległa do BD, wówczas po odłożeniu tych odcinków w tym sa- 
mym porządku na ramionach jakiegokolwiek innego kąta, będą one spraw- 
dzały ten sam warunek (czyli, jeżeli A', B', C’, D' będą ich punktami koń- 
cowemi, wówczas prosta 4'€” musi być równoległa do B'D'). 

Powyższe twierdzenie daje nam prawo określić w następujący spo- 
sób odcinki proporcjonalne: 

„Dwa odcinki a, b nazwiemy proporcejonalnemi do dwuch innych 
c, d, jeżeli pierwsze dwa i drugie dwa są odpowiedniemi bokami dwuch 
trójkątów podobnych“. 

Na mocy tego określenia dowodzi Hoppe, że równość stosunków 
podlega prawu przechodniości i że z dwuch proporcji 


di b= ed 

paesa T 
wynika nowa proporcja 

e EEE p 


(można to nazwać twierdzeniem o stosunkach złożonych). 

Pierwsze z tych dwu twierdzeń jest bezpośrednim wnioskiem z twier- 
dzenia Desarguesa o trójkątach jednokładnych. Drugie twierdzenie 
powiada poprostu, że jeżeli na ramionach dowol- 


nego kąta odłożymy, poczynając od wierzchołka, x: a 

` sześć odcinków a, e, b, c, d, f, mianowicie trzy pierw- 
sze na jednym ramieniu w postaci odcinków 6 À E b 
OA, OE, OB, trzy zaś drugie na drugim ramieniu Rys. 66. 


w postaci odcinków OC, OD, OF, i jeżeli prosta 
AC jest równoległa do BD, ta zaś równoległa do EF, wówczas prosta, 
łącząca A z C, jest równoległa do prostej, łączącej B z F. 

Jak widzimy, twierdzenie sprowadza się do tego, że dwie proste, 
równoległe do trzeciej, są do siebie równoległe czyli że dwie przecinające 
się proste nie mogą być równoległe do tej samej trzeciej prostej (V po- 
stulat Euklidesa). 

Chcąc dowieść na mocy powyższego określenia, że gdy dwa odcinki 
a, b są proporcjonalne do dwuch drugich odcinków c,d, wówczas pro- 
stokąt, zbudowany z pierwszego i czwartego odcinka, jest równoważny 
prostokątowi, zbudowanemu z drugiego i trzeciego, Ho ppe odkłada a, b 


Zagadnienia gieom. 14 
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na jednym ramieniu kąta prostego, c, d zaś na drugim ramieniu. Otrzy- 
muje on w ten sposób odcinki OA, OB, OC, OD. Trójkąty ACB, ACD są 
równoważne, gdyż mają spólną podstawę, AC, wierzchołki zaś B, D leżą 
na równoległej do AC. Równoważne są również 
trójkąty OBC, OAD, gdyż otrzymujemy je z dwuch 
poprzednich trójkątów przez dodanie do każdego 
z nich trójkąta OAC. Stąd wniosek, że muszą być 
równoważne dwa prostokąty, zbudowane: jeden 
z OA, OD, drugi z OB, OC. 
Rys. 67. Z wyłożonych tu twierdzeń Hoppe wysnu- 
wa z łatwością zwykłe twierdzenia o odcinkach 
proporcjonalnych i o trójkątach podobnych. 

$ 17. Druga metoda wykładu Hoppego i metoda G. Biasi'ego. 
Hoppe podaje inny jeszcze sposób traktowania proporcjonalnych odcin- 
ków, w którym za podstawę określenia proporejonalności dwuch par od- 
cinków a, b oraz c, d przyjmuje równoważność dwuch prostokątów, zbu- 
dowanych odpowiednio z a, d i z b, c. 

Wobec tego musi on dowieść, że dwie pary odpowiednich boków 
w trójkątach podobnych (równokątnych) tworzą proporcję. W tym celu 
ucieka się znów do twierdzenia Desarguesa (a więc pośrednio do roz- 
ważań stereometrycznych, na których oparł dowód tego twierdzenia). 

Postępuje on tak: dwa podobne trójkąty OAB, 0A'B' umieszcza tak, 
by leżały na sobie odpowiednie ich boki, których proporcjonalności chce 
dowieść. Wobec tego trzecie ich boki muszą być 
do siebie równoległe. Ze spólnego wierzchołka 
Q prowadzi on prostą OX prostopadle do jed- 
nego boku, np. do OA, i odkłada na niej od- 
cinki OC=OB i OC'=OB'. Proste BO, BC' są 
do siebie równoległe, wobec czego, na mocy 
twierdzenia Desarguesa, bok AC musi być 
równoległy do AC”. Rys. 68. 

W ten sposób sprowadza on zagadnienie 
do innego, które już poprzednio rozważył, mianowicie do podobieństwa 
trójkątów prostokątnych, poczym w sposób poprzednio przez nas wyło- 
żony dowodzi, że prostokąt zbudowany z 04, OB’ jest równoważny pro- 
stokątowi zbudowanemu z 0A’, OB. 

Twierdzenia, że dwie pary odcinków, proporcjonalne do trzeciej pa- 
ry, są do siebie proporcjonalne, dowodzi on w następujący sposób, opar- 
ty na t. zw. twierdzeniu o gnomonie. 

Na ramionach kąta prostego odkłada on, poczynając od wierzchoł- 
ka O, odcinki OA, OE, OC, OB, OF, OD, przyczym trzy pierwsze odkłada 
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na jednym ramieniu, następne zaś trzy na drugim ramieniu. Odcinki te 
równają się odpowiednio odcinkom a, e, c, b, f, d, między któremi, jak za- 
łożyliśmy, zachodzą proporcje 

ajD=cCd 

Heu 

Następnie Hoppe uzupełnia prostokąty, mające za boki odpowied- 
nio odcinki OA, OB; OC, OD; OB, OC; OA, OD. Niech będą H, L wierz- 
chołki pierwszych dwuch prostokątów, przeciwległe wierzchołkowi O. 

Wobec równoważności prostokątów 
OA.OD oraz OB.OC, muszą być równo- 
ważne dwa inne prostokąty, które otrzymu- 
jemy, odejmując od każdego z nich po pro- 
stokącie OA . OB. Na mocy twierdzenia o gno- 
monie wnosimy, że punkt H leży na prze- 
kątnej OL. 

Jzupełniamy teraz prostokąt OEK.OF; Rys. 69. 
niech J będzie jego wierzchołkiem, przeciw- 
ległym wierzchołkowi 0. Wobec równoważności prostokątów OF. OC, 
OE.OD, muszą być równoważne dwa inne prostokąty, które otrzymuje- 
my, odejmując od każdego z nich spólny im prostokąt. Stąd wynika, że 
punkt J leży również na przekątnej OL. 

Punkty O, H, J leżą na jednej prostej, wobec czego prostokąty AH. AE, 
BH . BF są sobie równoważne. Jeśli do każdego z nich dodamy po pro- 
stokącie OA . OB, otrzymamy dwa równoważne prostokąty 0A.OF'i OB. OE. 
Widzimy tedy, że słuszną jest proporcja 


a:b=e:f Ed dY, 


Zupełnie analogicznym do tej drugiej metody Hoppego jest wy- 
kład Biasi'ego, oparty również na równoważności prostokątów. 

Biasi jednak, chcąc dowieść proporcjonalności odpowiednich bo- 
ków w trójkątach podobnych, nie ucieka się do tw. Desarguesa, lecz 
posługuje się twierdzeniem o cięciwach w kole. W ten sposób idzie on 
drogą przeciwną tej, którą obrał Rajola Pescarini, gdy dowodził 
twierdzenia odwrotnego. 


$ 18. Gieometryczna teorja proporcji, niezależna od teorji rów- 
noważności. Wykład teorji proporejonalności odcinków, posiłkujący się 
twierdzeniem o równoważności, tym się różni od wykładu tej teorji, 
w którym nie uciekamy się do pojęcia równoważności, że w pierwszym 
z tych wykładów twierdzenie o przestawianiu wyrazów skrajnych lub 
środkowych wynika odrazu z określenia proporcji, natomiast w drugim 
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twierdzenie to wymaga specjalnego dowodu. Przedstawia się ono w na- 
stępującej formie. 

Odłóżmy cztery odcinki a, b,c,d na ramionach danego kąta, po- 
czynając od wierzchołka, w postaci odcinków 04, OB, OC, OD, przyczym 
dwa pierwsze mamy odłożyć na jednym ramieniu, drugie dwa na 
drugim ramieniu. Jeżeli otrzymamy przytym dwie proste do siebie rów- 
noległe AC, BD, wówczas odkładając te odcinki na ramionach dowolne- 
go kąta tak, by pierwszy i trzeci leżały na jednym ramieniu, drugi 


D 
c 


Adv ©” 
Rys. 70. 


zaś i czwarły na drugim ramieniu, otrzymamy znów dwie równoległe 
proste A'B’, ('D'. 
Należy zauważyć, że wystarczy ustalić prawo przestawiania wyrazów 
środkowych, by stosując prawo przechodniości do równości stosunków wy- 
snuć odrazu to, co nazwaliśmy twierdzeniem o stosunkach złożonych. 
Wynika stąd, że jeżeli wolno uciekać się do teorji równoważności, 
to dwa powyższe twierdzenia (własność przechodniości i stosunki złożo- 
ne) wynikają bezpośrednio jedno z drugiego, jeżeli natomiast chcemy 
uniknąć odwoływania do tej teorji, musimy uważać te twierdzenia za 
wyrazy dwuch zupełnie różnych faktów gieometrycznych, mianowicie 
twierdzenia Desarguesa i postulatu o równoległych. 
Istnieje inne jeszcze twierdzenie, które jest bezpośrednim wnioskiem 
z określenia proporcjonalności, jeżeli wolno nam uciekać się do teorji 
równoważności. Jest to twierdzenie, które z dwuch danych proporcji, ma- 
jących dwa spólne wyrazy 
a:b=c:d 
brezf:c 

pozwala otrzymać proporcję między pozostałemi wyrazami 
a:e=f:d. 


Jakoż wyraża on fakt, że dwa prostokąty równoważne trzeciemu są 
sobie równoważne. 
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Jeżeli natomiast zechcemy zinterpretować to twierdzenie na podsta- 
wie określenia odcinków proporcjonalnych, jako odpowiednich boków 
w trójkątach podobnych, przybierze ono postać następującą: 

Jeżeli na obu ramionach kąta odłożymy, poczynając od wierzchoł- 
ka, odcinki a, b, c, d, e, f, mianowicie trzy pierwsze na jednym ramieniu, 
trzy drugie na drugim ramieniu (4, B, C, D, E, F są końcami tych od- 
cinków) i jeżeli proste AK, BF będą do siebie równoległe, i tak samo 
proste BD, EC, wówczas proste AD, CF muszą być również do siebie 
równoległe. 

Twierdzenie to, będące szczególnym przypadkiem tw. Pascala 
o sześciokącie wpisanym w stożkową, znane było gieometrom greckim. 
W „zbiorze“ Papusa znajdujemy piękny dowód tego twierdzenia *), opar- 
ty jednak na teorji równoważności, a więc nie dający się zużytkować do 
naszych celów, które wymagają dowodu zupełnie niezależnego od pojęcia 
równoważności. 

Znamy dziś kilka dowodów tego twierdzenia, niezależnych ani od 
teorji równoważności, ani od konstrukcji stereometrycznych. 

Dwa dowody podaje Hilbert w cytowanym przez nas dziele o pod- 
stawach gieometrji. Inny, bardzo prosty i ładny dowód podał F. Schur 
(Mathem. Annalen, Bd. 57), opierając się na tym, że trzy wysokości trój- 
kąta przecinają się w jednym punkcie. 

Zresztą Schur rozważa tylko przypadek, X 
gdy odcinki odkładamy na ramionach kąta (s 
prostego. Dowód jego jest następujący: 

Niech będą OX, OY ramiona kąta proste- 
go, zaś 4, B, © i A,B,C' niech będą takie 
dwie trójki punktów na tych ramionach, że 
prosta A'B jest równoległa do AB' i prosta B'C 
równoległa do BC’. Przez B poprowadźmy pro- 
stopadłą do A'C aż do przecięcia się z OX 
w punkcie D’. Punkt C będzie w takim razie 
punktem przecięcia się dwuch wysokości w trój- 
kącie A BA'D’, zatym D'C będzie prostopadłą do 
BA’ i do AB’. Wynika stąd, że C musi być zarazem 
punktem przecięcia się dwuch wysokości w trój- 
kącie AAD'B, wobec czego AD” musi być pro- Rys. 72. 
stopadła do B'C i do C'B. Stąd znów wynika, że 
B jest punktem przecięcia się dwuch wysokości w trójkącie AAC'D' że 


*) Wskutek czego matematycy włoscy nazywają je twierdzeniem Pa- 
pusa. 
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zatym BD” jest prostopadła do AC’. Ponieważ, jak widzimy, AC’ i CA 
są prostopadłe do jednej prostej, muszą być do siebie równoległe. 

W przypadku dowolnego kąta można zastosować dowód Molleru- 
pa (Mathemat. Annalen. 1903), oparty na rozważaniu dwuch okręgów, 
przechodzących odpowiednio przez czwórki punktów 4, B, E, Fi B, ©, D, E, 
które otrzymujemy, odkładając na ramionach dowolnego kąta (w sposób 
wskazany na rysunku) odcinki, figurujące w dwuch danych proporcjach 


a:b=e:f 
bice dier 


Niech będzie dany dowolny kąt XOY. Na OX, OY odłóżmy, poczy- 
nając od O, odpowiednio odcinki OA=a, OB=b; na przedłużeniu ich 
odłóżmy (poczynając znów od 0) odcinki OF=f, 
OE=e. Punkty A, B, E,F leżą na jednym okręgu. 
Z punktu O, jako ze środka, zakreślmy drugi okrąg 
promieniem =c. Niech będzie Č jeden z punktów 
przecięcia się tych okręgów. (Wybierając odpowiednio 
proporcję, którą najpierw budujemy, możemy zawsze 
osiągnąć to, żeby okręgi przecinały się). 

Oznaczmy przez D punkt, w którym prosta OC 
przecina pierwszy okrąg. Z drugiej proporcji wyni- 
ka, iż 


d=OD . 
Punkty 4, D, F, C leżą na jednym okręgu, mamy tedy 
asózzd:f e, Bridz0: 


$ 19. Uproszczenia, dotyczące twierdzenia o przestawianiu wy- 
razów środkowych. Twierdzenie o przestawieniu wyrazów środkowych 
jest tylko szczególnym przypadkiem tej własności odcinków proporcjona|- 
nych, której wyrazem jest twierdzenie Papusa. 

Istotnie, stosując to drugie twierdzenie do proporcji 


Gw:DECZd 

biec=b:c, 
otrzymujemy 

d:cED<a . 


Ten szczególny przypadek ma doniosłe znaczenie, gdyż wystarcza 
do rozwinięcia tych części teorji proporcji, do których musimy uciekać 
się w elementarnym wykładzie gieometrji. Ciekawą tedy jest rzeczą, że, 
jak zauważył B. Levi (Periodico di Matematica), można bezpośrednio 
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dowieść tego twierdzenia. W tym celu bierzemy pod uwagę trójkąty po- 
dobne, odpowiadające proporcjom 


a BS Ord 
RTE A, 


i porównywamy dwie figury, otrzymane przez nałożenie tych trójkątów 
na siebie w taki sposób, by kąt zawarty między odcinkami, o których 
mowa, był spólny, pozostałe zaś wierzchołki żeby leżały na jednym 
okręgu. 

Istotnie, jest rzeczą oczywistą, że figura, utworzona przez nałożenie 
na siebie w ten sposób trójkątów OAC, OBD, jest taką samą, jaką otrzy- 
malibyśmy, nakładając na siebie trójkąty OAB, OCD. Wobec tego, jeżeli 


Rys. 74. Rys. 74a. 


kąt, zawarty w pierwszej parze trójkątów pomiędzy bokami a,c i b, d, 
równa się kątowi, zawartemu w drugiej parze między bokami a,b i c, d, 
wówczas trójkąty tej drugiej pary muszą być do siebie podobne. 

W ten sposób jednak, wychodząc z określenia odcinków proporcjo- 
nalnych jako odpowiednich boków w trójkątach podobnych o dowol- 
nych kątach, nie dowiedliśmy jeszcze twierdzenia o przestawianiu wy- 
razów środkowych. Musimy jeszcze dowieść, że jeśli dwie pary odcinków 
są odpowiedniemi bokami w dwuch jakichś szczególnych podobnych trój- 
kątach (np. jeśli są odpowiedniemi przyprostokątnemi w podobnych trój- 
kątach prostokątnych), wówczas każde dwa trójkąty, zbudowane 
z tych odcinków i z dowolnego kąta a, muszą być podobne. 

W tym celu wystarczy wykazać, że „jeśli rzeczony związek między 
czterema odcinkami zachodzi dla oznaczonego kąta a, to zachodzi i dla 
kąta prostego“. Istotnie, jeżeli związek ten zachodzi i dla kąta prostego, 
wówczas czwarty odcinek jest w zupełności wyznaczony, o ile dane są 
trzy pierwsze, a wskutek tego z przytoczonej własności wynika własność 
odwrotna. 

Już Hilbert (Grundlagen der Geometrie, II Aufl., str. 36) osiągnął 
implicite ten cel zapomocą pięknego dowodu, opartego na rozważaniu 
trzech par trójkątów, wyznaczonych przez dwusieczne owych trójkątów 
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podobnych. (Podstawami tych trzech par trójkątów są boki danych trój- 
kątów, wysokościami zaś — promienie kół wpisanych). 

Rozwinięcie tego dowodu Hilberta opiera się na trzech lematach; 
opracował je nanowo Levi, upraszczając przytym wykład. 

Lemat I. Jeżeli a, a' oraz b, b' są odpowiedniemi przyprostokątnemi 
w podobnych trójkątach, wówczas trójkąty prostokątne, w których odpo- 
powiedniemi przyprostokątnemi są a--a', a oraz b--b, b, muszą również 
być do siebie podobne. 

Istotnie, niech będą dane trójkąty prostokątne podobne, których od- 
powiedniemi przyprostokątnemi niech będą a, a' oraz b, b'. Nałóżmy je 


A B 


0 BE H 0 A ( B' 
Rys. 75. Rys. 76. 


tak na siebie, by miały one spólny kąt prosty przy wierzchołku O i że- 
by przeciwprostokątne AB, A'B' były do siebie równoległe. Poczynając od 
punktu A, odłóżmy na przedłużeniu OA odcinek AK=a. Będziemy mieli 
OE=a--a'. Przez E poprowadźmy równoległą do AB aż do przecięcia się 
w F z bokiem OB, wreszcie przez A poprowadźmy równoległą do OF, 
przecinającą EF w punkcie F. Trójkąty AAEF", AOA'B' są sobie równe, 
wobec czego musi być AF'= 0P. 

Ale w równoległoboku ABFF" jest AF'=BF, zatym BF=0OB, czyli 
OF=b--b'. , 

Widzimy tedy, że b, b--b' oraz a,a--a' są odpowiedniemi przypro- 
stokątnemi w podobnych trójkątach prostokątnych. 

Lemat II. Jeżeli a,a i c,c, jak również b,b' i c,c' są odpowied- 
niemi przyprostokątnemi w podobnych trójkątach, wówczas a+b, «+b 
oraz c, c muszą być odpowiedniemi przyprostokątnemi w podobnych 
trójkątach. 

Dowód wynika z lematu I. 

Istotnie, jeżeli spełnione są warunki lematu, wówczas, na mocy po- 
przednich rozważań, a, c oraz a, č; jak również b,c i b', c, są odpowied- 
niemi przyprostokątnemi podobnych trójkątów, zatym to samo powiedzieć 
można o odcinkach a,b i œ, b. 
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Ale na mocy poprzednio dowiedzionego twierdzenia wynika stąd, 
że to samo powtórzyć można o odcinkach a--b, a oraz a --b' a. 

Jak widzieliśmy, c,a i c'a są odpowiedniemi 
przyprostokątnemi w podobnych trójkątach, zatym 
tę samą własność muszą posiadać odcinki a+b, a 
ia+-b,a'. Co było do dowiedzenia. 

Lemat III (bezpośredni wniosek z lematu II). 
Z dwuch odpowiednich boków i z dwuch odpowia- 
jących im wysokości podobnych trójkątów moż- 
na zawsze zbudować, jako z odpowiednich przypro- Rys. 78. 
stokątnych, dwa podobne trójkąty prostokątne. 

Jeżeli za przykładem Leviego weźmiemy pod uwagę odcinki 04, 
OB, OC, OD, wynaczone przez dwie równoległe na ramionach dowolnego 
kąta, i jeżeli poprowadzimy wysokości AE, CF, odpowiadające bokom 
OB, OD, wówczas, na mocy poprzedniego twierdzenia, odcinki OB, OD, 
AE, CF muszą być odpowiedniemi przyprostokątnemi dwuch podobnych 
trójkątów prostokątnych. 

Jeżeli teraz na ramieniu, na którym znajdują się punkty B, D odło- 
żymy, poczynając od O, odcinki OA'=0A, OC'=0C, wówczas to samo 
będziemy mogli powiedzieć o podstawach i wysokościach równoramien- 
nych trójkątów OAA', OCC’, czyli o odcinkach OA’, OC” oraz AK, CF. 

Na mocy wielokrotnie stosowanego przez nas twierdzenia wynika 
że OA, OB, OC, OD są odpowiedniemi przyprostokątnemi podobnych trój- 
kątów. GZDYUEKO: 2): 


$ 20. Zastosowanie rozważań stereometrycznych. Widzieliśmy, 
że podstawowe własności odcinków proporcjonalnych (określonych na pod- 
stawie równoległości) są w związku z pewnemi twierdzeniami o konfigu- 
racjach, a mianowicie: 

1) Przechodniość równości stosunków, jak również twierdzenie o sto- 
sunku złożonym odpowiadają postulatowi o równoległych (przechod- 
niość równoległości) i twierdzeniu Desarguesa (trójkąty jednokładne), 

2) Twierdzenie o stosunku przemienionym, którego szczególnym przy- 
padkiem jest twierdzenie o przestawianiu wyrazów środkowych, odpowia- 
da twierdzeniu Papusa (sześciokąt, wpisany w parę prostych). 

Dowody tych twierdzeń można pod niektóremi względami uprościć 


*) W 1909 r. K. Kommerell ogłosił w Mathemat. Annalen (Bd. 66, str. 558) 
ciekawą rozprawę p. t. Rein geometrische Begründung der Lehre von den Propor- 
tionen und des Ftdcheninhalis, w której rozwija teorję proporcji bez pomocy ra- 
chunku na odcinkach (5treckenrechnung). (Przyp. tłum.). 
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zapomocą rozważań stereometrycznych. Dotyczy to szczególnie twierdze- 
nia Desarguesa. Można np. uważać dwa jednokładne trójkąty za prze- 
kroje płaskie dwuch trójścianów o ścianach równoległych; w takim ra- 
zie prosta, łącząca wierzchołki trójścianów, wyznacza w płaszczyźnie prze- 
kroju ich środek jednokładności. 

Twierdzenia Papusa można dowieść, opierając się na własnościach 
dwuch układów tworzących hiperbolojdy (Dandelin); w szczególnośc 
można wybrać hiperbolojdę obrotową (Schur, Mathem. Annalen, Bdi 
51, 1899 *). 

De Paolis podał pewną konstrukcję dziesięciokąta foremnego, 
która jest charakterystycznym przykładem korzyści, jakie można wyciąg- 
nąć z konstrukcji przestrzennych, a w szczególności z twierdzenia De- 
sarguesa przy dowodzeniu twierdzeń, uzależnianych zwykle od teorji 
proporcji. 

Budujemy trójkąt prostokątny ABC, w którym przyprostokątna AB 
jest dwa razy większa od przyprostokątnej BC. Na CA odkładamy odci- 

nek CD=CB, na AB zaś odcinek AFK=AD. Trzeba 
LE dowieść, że w trójkącie równoramiennym AEHF, w któ- 
rym AE jest podstawą, boki zaś AF, EF równają się 
AB, kąt EFA równa się piątej części kąta pół- 
pełnego. 

W tym celu na przedłużeniu odcinka DC od- 
kładamy CG=CD=CB; kąt <GBD musi być pro- 
sty. Wskutek tego 


xQBC=<DBA , 
a więc xCGB=<DBA . 


Jeżeli teraz wewnątrz kąta x BAC SPA osy trójkąt ALH, równy 
trójkątowi ABG, wówczas musi być 


D 


Rys. 79. 


xLHA=<ABD , 


zatym proste LH, DB muszą być równoległe. 

Jeżeli odłożymy AM=AE, trójkąty równoramienne MDA, FLA, ma- 
jące spólny kąt przy wierzchołku, będą miały równe kąty przy podsta- 
wie, zatym proste MD, FL muszą być równoległe. 

Jeżeli do trójkątów MBD, FHL zastosujemy twierdzenie o trójką- 


3 O.ile posługujemy się teorją równoważności, możemy udowodnić prze- 
chodniość równości stosunków za pomocą porównywania prostopadłościanów, 
zbudowanych w odpowiedni sposób z danych odcinków. 
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tach jednokładnych, przekonamy się, że boki MB, FH muszą też być do 
siebie równoległe. 

Weźmy teraz pod uwagę trójkąty równoramienne AEFF, BFH, któ- 
rych kąty przy wierzchołku równają się każdy kątowi x ABM (co wyni- 
ka z tego, że AABM = MAEF i że proste MB, FH są do siebie równo- 
ległe). Ponieważ trójkąt FHE, mający FH za podstawę, jest równora- 
mienny (gdyż z jednej strony mamy AG=4AB, AD=AEK, DG=EH, 
z drugiej zaś strony DG=2BC=AB;, EH=AB<= EF), zatym 
xAHF=t'/,x AFH. Widzimy tedy, że w trójkącie równoramiennym AEF' 
kąt x EFA równa się połowie kąta przy podstawie, zatym równa się pią- 
tej części kąta półpełnego. chba so; 
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ARTYKUŁ ÓSMY. 


O teorji równoległych i o gieometrjach 
nieeuklidesowych. 


Napisał 


Robert Bonola. 


Zwykła teorja równoległych opiera się, oprócz swych pierwszych 
postulatów łączności, rozdzielności (por. art. 3) i przystawa- 
nia, na postulacie jej tylko właściwym, który Euklides 
(330—275 prz. Chr.) wyraził w następującej postaci: 

Jeżeli linja prosta, przecinająca dwie linje proste, 
tworzy z niemi po tej samej stronie kąty wewnętrzne, któ- 
rych suma jest mniejsza od dwuch kątów prostych; wte- 
dy te dwie proste, przedłużone do nieskończoności, spot- 
kają się po tej samej stronie, po której suma kątów we- 
wnętrznych jest mniejsza od dwuch prostych. 

Z postulatu tego wynikają bezpośrednio: 

a) twierdzenia odwrotne do pierwszych twierdzeń o równoległych; 

b) twierdzenie dotyczące sumy kątów trójkąta; 

c) istnienie figur podobnych. 

Mało przejrzyste znaczenie i forma tego postulatu dały początek za- 
gadnieniu, nad którym gieometrowie trudzili się przeszło dwa tysiące lat, 
a mianowicie poszukiwaniu dowodu postulatu o równoległych, 
zwanego inaczej postulatem piątym, albo postulatem Eukli- 
desa. 

W pierwszej części tego artykułu zakładamy sobie, w krótkości przed- 
stawić godniejsze uwagi przemiany, jakim to zagadnienie podlegało, a któ- 
re prowadzą od pierwszych usiłowań dowiedzenia postulatu, aż do zdo- 
bycia świadomości o niemożliwości dowiedzenia go, i do nowożytnych 
teorji, które właśnie w tej niemożliwości mają swój początek. 
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W drugiej części, mającej charakter konstrukcyjny, przedstawimy 
w krótkości twierdzenia podstawowe dwuch systemów gieometrycznych, 
opartych na zaprzeczeniu postulatu piątego, i znanych pod nazwami 
gieometrji nieeuklidesowej hiperbolicznej i gieometrji 
nieeuklidesowej eliptycznej. 


CZĘŚĆ PIERWSZA. 
Historja badań nad równoległemi. 


$ 1. Postulat o równoległych u Greków. Pierwsze próby dowodu 
sięgają do Greków, i Proklos (410—485) w swoim cennym komen- 
tarzu do księgi pierwszej Euklidesa, przekazuje nam wraz 
z uwagami krytycznemi rozumowań Posydonjusza (I w. prz. Chr.) 
Geminusa (I w. prz. Chr.), Ptolemeusza (87—165), swój własny 
dowód postulatu piątego. 

U Posydonjusza i Geminusa należy zaznaczyć dążenie do 
podstawienia, zamiast euklidesowskiego określenia równoległych, (proste 
nieprzecinające się, leżące na tej samej płaszczyźnie), 
innego określenia, nie mającego formy przeczącej i opartego na pojęciu 
prostych o stałej odległości, u Ptolemeusza zaś i Proklosa, wi- 
dzimy milczące wprowadzenie nowego postulatu, z którego wynika lo- 
gicznie postulat piąty Euklidesa. 

Pomijając mało interesujący postulat Ptolemeusza, zaznaczamy, 
że postulat Proklosa po części twierdzi wyraźnie, po części pozostawia 
domysłowi, że odległość dwuch prostych przecinających 
sięwzrastadodowolnejwielkości, jeżeliprzedłużamy do- 
statecznie obie proste, natomiast odległość dwuch rów- 
noległych zachowuje wielkość skończoną. Stąd wynika, że 
przez punkt przechodzi jedna tylko równoległa do prostej i stopniowo, 
za pomocą znanych rozumowań, dochodzi się do postulatu Eukli- 
desa. 

Inny godny uwagi krok, uczyniony przez Greków, spotykamy u Aga- 
nisa (VI w.), który wychodząc z założenia, że istnieją proste rów- 
noodległe, potrafi znaleźć punkt spólny dwom prostym, jednej pro- 
stopadłej, drugiej pochyłej względem ich spólnej siecznej. 


$ 2. Postulat o równoległych u Arabów. Elementy Eukli- 
desa były przedmiotem kilku tłumaczeń arabskich z komentarzami; 
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jedno z najsławniejszych, mianowicie tłumaczenie gieometry perskiego 
Nasir-Eddina (1201—1274) jest dla nas szczególnie ważne, ponieważ 
zawiera usiłowanie zamienienia postulatu piątego na twierdzenie. Rozu- 
mowanie Nasir-Eddina, jak mówi Wallis, ma typową formę dowo- 
dzeń Arabów, którzy nie chcąc uznać postulatu Euklidesa, wymagali przy- 
znania innej hipotezy, ażeby z niej umiejętnie wyprowadzić prawdziwość 
hipotezy Euklidesa. 

Nasir-Eddin przyjmuje, jako bezpośrednio oczywiste, dłuższe po- 
wiedzenie, którego część zasadnicza twierdzi, że jeżeli z dwuch pros- 
tych r i s pierwsza jest prostopadła, druga pochyła do 
odcinka AB, wtedy odcinki, poprowadzone prostopadie 
od s dor, są mniejszeod AB z tej strony, z której stworzy 
z AB kąt ostry, większe zaś od AB z tej strony, z której 
stworzy z AB kąt rozwarty. Wynika stąd bezpośrednio, że jeżeli 
dwa odcinki równe AB, A'B' leżą z tej samej strony prostej BB’ i są do 
niej prostopadłe, wtedy prosta AA' jest również prostopadła do odcin- 
ków danych. A więc figura AA'BB' jest czworokątem o kątach prostych, 
czyli jest prostokątem. 

Z tego rezultatu Nasir-Eddin z łatwością wyprowadził wniosek, 
że suma kątów trójkąta jest równa dwum kątom prostym. 

Dla trójkąta prostokątnego jest to oczywiste, gdyż on sianowi poło- 
wę prostokąta; dla trójkąta ukośnokątnego otrzymuje się ten sam rezul- 
tat, rozkładając trójkąt dany na dwa trójkąty prostokątne. W dalszym 
ciągu gieometra arabski dowodzi postulatu Euklidesa, stosując z po- 
czątku swoje rozumowanie, podobnie jak Aganis, do przypadku szcze- 
gólnego dwuch prostych, z których jedna jest prostopadła, druga pochyła 
do siecznej spólnej; następnie zaś przechodzi do przypadku ogólnego, po- 
siłkując się twierdzeniem o sumie kątów trójkąta. 


$ 3. Postulat o równoległych w czasie Odrodzenia i w wieku 
XVII. Jak wiadomo, pierwsze tłumaczenia łacińskie Elementów Eu- 
klidesa, sięgające wieku XII i XIII, były ułożone podług tekstów arab- 
skich; ale nie zawierają uwag krytycznych, dotyczących postulatu piąte- 
go; nie zawierają ich również tłumaczenia tekstów greckich, dokonane 
w końcu wieku XV i w pierwszej połowie wieku XVI. Krytyka odradza 
się po roku 1550, głównie pod wpływem komentarza Proklosa. 

Komentatorowie tego okresu (1550—1650), z wyjątkiem Cataldi'e- 
go, który całe dziełko poświęcił próbie dowiedzenia, że istnieją proste 
równoodległe, wychodzą w ogólności z założenia, że takie proste istnieją, 
przyczym niektórzy z nich starają się usprawiedliwić tę hipotezę odpo- 
wiedniemi rozumowaniami. 
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Inny jeszcze komentator mianowicie Giordano Vitale (1633— 
1711). zużytkowuje pojęcie prostych równoodległych. 

Jakkolwiek usiłowania jego mają wadę zasadniczą, pozbawiającą 
wszelkiej wartości jego konkluzje, jednakże są ciekawe, ponieważ sprowa- 
dzają do minimum warunki wystarczające istnienia dwuch prostych rów- 
noodległych. 

Dowodzenie, oparte na kryterjach zupełnie różnych od powyżej wy- 
szczególnionych, zawdzięczamy matematykowi angielskiemu J. Walliso- 
wi (1616—1703). 

Nowy pomysł, który zawdzięczamy Wallisowi, polega, na tym, 
że wzamian postulatu piątego, zakłada on istnienie 
trójkąta podobnego trójkątowi danemu i mającego wiel- 
kość dowolną; pomysł ten Wallis stara się usprawiedliwić analogją 
z kołem (por. Euklides, postulat IH *). 

Metoda, którą się Wallis posiłkuje, ażeby rozwiązać to zagadnie- 
nie, może na pierwszy rzut oka wydać się wystarczającą wobec tego, że 
intuicja nasza zdaje się potwierdzać istnienie figur jednakowej postaci ale 
różnej rozciągłości; w istocie jednak pojęcie postaci niezależnej od wiel- 
kości, oprócz tego, że jest, w ogólności, równoważne pojęciu określonemu 
przez piąty postulat Euklidesa, jest zbyt złożone, ażeby dało się przy- 
brać w szaty postulatu., 

Równoważność pomiędzy postulatami Wallisa i Euklidesa uczy 
nas tymczasem, że jeżeli jesl możliwy układ gieometryczny, wyłącza- 
jący hipotezę euklidesowską, to w układzie takim nie będą mogły istnieć 
figury podobne, a wielkość każdej figury będzie ściśle związana z wielko- 
ścią jej kątów. 

$ 4. Streszczenie. Z powyższego wynika więc: 

1°) że trudność, ukryta przez Euklidesa w piątym postulacie, by- 
ła poruszana przez Greków; 

20) że Grecy starali się usunąć ją przez podstawienie na miejsce po- 
stulatu jakiej innej hipotezy (w szczególności istnienia prostych równo- 
odległych), uważanej za prostszą albo bardziej poglądową; 

3°) że Arabowie nie dostarczyli istotnych przyczynków do zagadnie- 
nie, wobec tego, że dowodzenie typowe Nasir-Eddina jest po więk- 
szej części wzorowane na dowodzeniu Aganisa; 


4°) że hipotezie o istnieniu prostych równoodległych oddawali pierw- 


*) Rzeczywiście, postulat III Euklidesa głosi: z punktu któregokolwiek 
jako ze środka można opisać koło promieniem jakiejkolwiek długości. 
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szeństwo także komentatorowie z epoki Odrodzenia, i że uprościł ją jesz- 
cze Giordano Vitale; 

5% że podług J. Wallisa dowód postulatu Euklidesa może być 
łatwo otrzymany, jeżeli tylko założymy istnienie trójkątów podobnych do 
każdego trójkąta danego. 


$ 5. Prace Gerolamo Saccheri ego. Wraz z Saccherim (1667— 
—1738) zmienia się zupełnie linja wytyczna badań nad naszym przed- 
miotem. Będąc głębokim znawcą różnych usiłowań swych poprzed- 
ników, Saccheri chciał osiągnąć cel przez poszukiwanie sprzeczności 
logicznych w łonie takiej gieometrji, któraby była rozwinięta na podsta- 
wie pierwszych 26 podań Euklidesa i na zaprzeczeniu po- 
stulatu piątego. Próba Saccheriego jest więc zastosowaniem me- 
tody sprowadzenia do niedorzeczności. 

Oto w krótkości przedstawione jego postępowanie w „Euclides ab 
omni naevo vindicatus; sive geometricus quo stabiliuntur prima ipsa geome- 
triae principia*. 

Niech będzie ABCD czworokąt płaski, którego boki przeciwległe 
AD, BC są sobie równe i do podstawy AB prostopadłe. Jeżeli się nie chce 
od początku przesądzać ważności lub nieważności po- 


r stulatu piątego, nastręczają się trzy możliwe hipote- 
zy o pozostałych kątach xD, xC czworokąta ABCD. 

Mogą one mianowicie być oba proste (hipoteza 

4 B kąta prostego), albo oba rozwarte (hipoteza 
Rys. 80. kąta rozwartego), albo oba ostre (hipoteza 


kąta ostrego). | 

W pierwszym przypadku suma kątów trójkąta jest równa 
dwum prostym. Wtedy, rozumując podobnie jak Nasir-Eddin, 
i posługując się postulatem Archimedesa, Saccheri może ściśle 
dowieść prawdziwości postulatu piątego. 

W drugim przypadku suma kątów trójkąta jest większa 
od dwuch kątów prostych. Wówczas, korzystając milcząco z hipo- 
tezy, że prosta jest nieskończona, wyprowadza się, również. 
iw tym przypadku, dowód prawdziwości postulatu piątego. Ale z postu- 
latu wypada, że suma kątów trójkąta jest równa dwum prostym; przeto 
hipoteza kąta rozwartego sama się obala i musi być odrzucona. 

W trzecim przypadku suma kątów trójkąta jest mniejsza 
od dwuch prostych. Probując obalić również hipotezę kąta 
ostrego, Saccheri wyprowadza różne twierdzenia, z których, pozosta- 
jąc w dziedzinie czysto dedukcyjnej, nie otrzymałby poszukiwanej sprzecz- 
ności logicznej. Ale myśl, że postulat Euklidesa nie może być niedo- 
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stępnym do dowiedzenia, była tak silna i zakorzeniona, że Saccheri, 
jak wszyscy jego poprzednicy, dołącza do swego systemu nową daną 
intuicyjną, która prowadzi go do obalenia trzeciej hipotezy. Podług tej 
danej nie mogąistnieć dwie proste, które zbliżając się nie- 
ograniczenie do siebie, nie spotykają się (proste asymptotycz- 
ne). Opierając się na tej hipotezie, znacznie mniej poglądowej, aniżeli ty- 
le innych, użytych przez jego poprzedników, może oświadczyć, że jego 
trzecia hipoteza była błędna. 

Wobec tego więc, że pozostała możliwą jedynie pierwsza hipoteza, 
Saccheri sądzi, że dowiódł w ten sposób postulatu Euklidesa. 

Ważności pracy Saccheri'ego nie należy oczywiście poszukiwać 
we wniosku, do którego dochodzi, ale raczej w grupie twierdzeń, stano- 
wiących kamień węgielny nowej gieometrji, niezależnej od postulatu Eu- 
klidesa. Wybierzmy najważniejsze z nich. 

Jeżeli w jednym przypadku jestprawdziwa hipote- 
za kąta prostego, albo kąta rozwartego, albo kąta ostre- 
go, wtedy hipoteza ta jest prawdziwa i w każdym innym 
przypadku. 

Stosownie do tego, czy się sprawdzi hipoteza kąta 
prostego, czy rozwartego, czy ostrego, suma kątów trój- 
kąta będzie odpowiednio równa, większa lub BIE 
od dwuch kątów prostych, i odwrotnie. 

Z twierdzeń powyższych wynika bezpośrednio następująca konsekwencja: 

Jeżeli w jednym trójkącie suma kątów jest równa, 
większa lub mniejsza od dwuch kątów prostych, wów- 
czasi w każdym innym trójkącie suma, o której mowa, 
jest równa, większa lub mniejsza od dwuch kątów pro- 
stych. 

Dalej zasługują na zaznaczenie następujące wnioski, które Sacche- 
ri wyprowadza z hipotezy kąta ostrego. 

Przy hipotezie kąta ostrego 

a) istnieje do prostej prostopadła i pochyła, które 
się nie przecinają; 

b) wszystkie prostetegosamego pęku można, ze wzglę- 
du na prostą leżącą w płaszczyźnie pęku, podzielić na 
dwie grupy: 1°) proste, nie mające z prostą a spólnej pro- 
stopadłej, i przecinające a; 29%) proste, mające z prostą a 
prostopadłe spólne i nie przecinające a. Te ostatnie są 
oddzielone od pierwszych dwiema prostemi p,q, asym pto- 
tycznemi względem a. 

Te ostatnie twierdzenia, które Saccheri wyprowadził w celu wy- 


Zagadnienia gieom. 15. 


http://rcin.org.pl 


— 226 — 


kazania błędności swej trzeciej hipotezy, będą na nowo znalezione w sło 
lat później i staną się twierdzeniami podstawowemi, na których inni 
matematycy zbudują system gieometryczny, oparty na zaprzeczeniu po- 
stulatu Euklidesa. 


$ 6. Prace Lamberta. Jaki wpływ wywarły badania Sac- 
cheri'ego na gieometrów XVIII wieku, tego nie można ustalić; w każ- 
dym razie jest rzeczą prawdopodobną, że matematyk szwajcarski J. H. 
Lambert (1728—1777) znał je, ponieważ w swojej „Theorie der Paral- 
lellinien* (1766) cytuje rozprawę G. S. Klügela (1739—1812), w której 
praca gieometry włoskiego jest drobiazgowo roztrząsana. 

„Theorie der Parallellinien* Lamberta, ogłoszona po śmierci au- 
tora w r. 1786, jest podzićlona na trzy części. Pierwsza, natury krytycz- 
nej i filozoficznej, wskazuje na dwojakie pytanie, które możemy sobie 
zadać, względem postulatu piątego, a mianowicie: czy można go 
dowieść z pomocą wyłączną postulatów poprzednich, czy też z pomocą 
(niezbędną) innych, bardziej oczywistych. Część druga jest poświęcona 
wykładowi różnych usiłowań, w których postulat sprowadza się do twier- 
dzeń jaknajprostszych, które jednak same musiałyby być dowiedzione. 
Część trzecia, najważniejsza, zawiera badania, podobne do badań ojca 
Saccheri'ego. 

Jako figurę zasadniczą Lambert rozpatruje czworobok o trzech 
kątach prostych i wprowadza trzy hipotezy, dotyczące kąta czwar- 
tego. Pierwsza jest to hipoteza kąta prostego, druga—hipoteza 
kąta rozwartego i trzecia—hipoteza kąta ostrego. W trakto- 
waniu tych hipotez autor również zbliża się do metody Saccheri'ego'). 

Pierwsza hipoteza prowadzi z łatwością do dowodu postulatu Eu- 
klidesa. | 

Druga hipoteza zostaje obalona przy pomocy postulatu Archime- 
desa. 

Trzecia hipoteza, która odpowiada hipotezie kąta ostrego u Sac- 
cheri'ego, nie prowadzi Lamberta do żadnej sprzeczności logicznej. 

Ważny rezultat, który Lambert dodaje do otrzymanych dawniej 
przez Saccheri'ego przy tej ostatniej hipotezie, dotyczy pól wieloką- 
tów. Nazywając defektem trójkąta różnicę pomiędzy dwoma kątami 
prostemi a sumą jego kątów, znajdziemy, że pola trójkątów są pro- 
porcjonalne do ich defektów. Twierdzenie to jest prawdziwe 
i dla wielokątów. 


*) Zasługuje jednak na uwagę fakt, że rozpatrywanie ciągłości, które u Sac- 
cheri'ego odgrywa dużą rolę, w dowodach Lamberta nie występuje, lub też może 
być z łatwością wyłączone (wyd. niem. str. 255). 
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Inne ważne odkrycie Lamberta, dotyczące mierzenia wielkości 
gieometrycznych, polega na tym, że jeżeli gieometrja zwykła nadaje mia- 
rom odcinków jedynie znaczenie względne, zależne od wyboru po- 
szczególnej jednostki, to w gieometrji opartej na hipotezie trzeciej 
można im nadać znaczenie bezwzględne. 

Trzeba jednak przedewszystkim wyjaśnić różnicę, jaka występuje po- 
między pojęciami: względny i bezwzględny. Zdarza się w wielu 
zagadnieniach, że elementy, przyjęte jako dane, można podzielić na dwie 
grupy w ten sposób, że elementy pierwszej grupy pozostaną stałe 
w całej dziedzinie naszych rozważań, elementy zaś drugiej grupy 
mogą się zmieniać w różnorodnych możliwych przypadkach. W takim 
razie opuszcza się zwykle szczegółowe wypowiedzenie danych grupy pierw- 
szej i rozpatruje jako względne to wszystko, co jest zależne od danych 
zmiennych, zaś jako bezwzględne wszystko to, co zależy wyłącznie 
od danych stałych. 

Tak właśnie rzecz się ma w gieometrji. W ogólności w każdym ba- 
daniu konkretnym przyjmuje się jako dane pewne figury, a więc i wiel- 
kości ich elementów; ale oprócz tych danych zmiennych (drugiej gru- 
py), które mogą być wybrane w sposób dowolny, zawsze przypuszcza się 
bez wyrażnego wyszczególnienia dołączenie figur zasadniczych: prostych, 
płaszczyzn, pękőw it. d... (dane stałe, albo pierwszej grupy). 
Wtedy każda konstrukcja, każdy pomiar, każda własność jakiejkolwiek 
figury będzie musiała być uważana jako względna, jeżeli zależy istot- 
nie od danych zmiennych; będzie mogła natomiast nazywać się bez- 
względną, jeżeli zależy wyłącznie od danych stałych (figur zasadni- 
czych), a także i wtedy jeszcze, jeżeli, będąc wyrażona odnośnie do danych 
zmiennych, zależy od nich tylko pozornie, to jest, że przy ich zmianie 
sama pozostaje niezmienna. W tym zrozumieniu jest widoczne, że w zwy- 
kłej gieometrji mierzenie odcinków ma z konieczności znaczenie względ- 
ne. W rzeczy samej, istnienie przekształceń podobieństwa nie pozwala 
nam w żaden sposób na wyodrębnienie wielkości odcinka względem 
wszystkich figur zasadniczych (prosta, pęk i t. d...). 

Dla kąta natomiast można wybrać rodzaj miary, który wyraża jego 
własność bezwzględną; wystarcza w rzeczy samej wziąć jego stosunek do 
kąta całkowitego obrotu, czyli do całego pęku, który jest jedną z figur 
zasadniczych. 

Wrócimy teraz do Lamberta i do gieometrji, odpowiadającej hi- 
potezie trzeciej. Zauważył on, że każdemu odcinkowi można pod- 
porządkować oznaczony kąt, dający się łatwo skonstruować. Wynika 
stąd, że każdy odcinek jest w związku z figurą zasadniczą pęku, że 
przeto w nowej (hipotetycznej) gieometrji powinno być rzeczą moż- 
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liwą nadanie również mierzeniu odcinków znaczenia 
bezwzględnego. 

Ale nasza intuicja przestrzenna zdaje się nas upewniać, że mierze- 
nie odcinków może mieć tylko znaczenie względne, tak że opierając się 
na tym poglądzie, który można sformułować w odpowiednim postulacie, 
moglibyśmy wraz z Lambertem uznać hipotezę trzecią za błędną. 

Inne jeszcze rzeczy bardzo ciekawe zawierają się w „Theorie der Pa- 
rallellinien*; naprzykład zbliżenie gieometrji, która istniałaby na płasz- 
czyźnie w razie dopuszczalności hipotezy drugiej, do gieometrji ku- 
listej, oraz uwaga dotycząca niezależności tej ostatniej od postulatu 
o równoległych. Odwołując się następnie do hipotezy trzeciej, wy- 
powiada Lambert następujący pogląd bystry i oryginalny: „Powinie- 
nem stąd niemal wyprowadzić wniosek, że hipoteza trzecia sprawdza 
się na powierzchni kuli urojonej*. 

Do tego sposobu pojmowania rzeczy doprowadził go, być może, 
wzór: R2(3xA-|-<B+%x<(—r) wyrażający pole trójkąta kulistego, gdyż 
zmieniając w nim promień Æ na promień CWI i.R, dostaniemy: 


R(r—xA—XxB—X0) , 


to jest wzór na pole trójkąta płaskiego przy trzeciej hipotezie 
Lamberta. í 

W rezultacie Lambert pozostawia pytanie nierozstrzygnięte, a na- 
wet ta okoliczność, że nie ogłosił swoich badań, każe przypuszczać, że 
dostrzegł on jakieś nowe horyzonty. ; 

Tymczasem należy zaznaczyć, że z powodu ogólnego niepowodzenia 
takich poszukiwań, w drugiej połowie XVIII wieku zaczęło się ujawniać 
przekonanie, że trzeba koniecznie przyjąć bez dowodu postulat Eukli- 
desa lub też jaką inną hipotezę, z której ten postulat mógłby być wy- 
prowadzony. Taką rezygnację wobec naszego zagadnienia znajdujemy 
bardzo jasno wyrażoną w rozprawie Kliigela, o której wzmiankowa- 
liśmy na początku $ 5. Kligel, rozpatrzywszy krytycznie około trzy- 
dziestu dowodzeń postulatu Euklidesa, wykazuje w swoim „Conałuum 
praecipuorum theoriam parallelarum demonstrandi recensio* możliwość, że 
postulat nie da się dowieść i zaznacza fakt, że przekonanie o prawdziwo- 
ści hipotezy Euklidesa nie jest dla nas owocem ścisłych dedukcji, ale 
raczej rezultatów doświadczalnych. 


$ 7. Prace Legendre'a. Krytyka teorji równoległych, która we 
Włoszech i w Niemczech doprowadziła już do tak zajmujących wy- 
ników, zyskała z końcem wieku XVIII również i we Francji znaczną 
podnietę. Wystarczy przypomnieć, że Fourier (1768—1830), w celu 
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uzupełnienia tej teorji, proponował nowe określenia prostej i płaszczyzny; 
że Lagrange (1736—1813) zauważył niezależność trygonometrji kulistej 
od postulatu piątego; że Carn ot (1753—1823) i Laplace (1749—1827), 
jak poprzednio Wallis, popierali myśl podstawienia, zamiast eu- 
klidesowej, -hipotezy istnienia figur podobnych; że wreszcie A. M. Le- 
gendre (1752—1833) swojemi licznemi i różnorodnemi próbami roz- 
wiązania starodawnej trudności przyczynił się w sposób bardzo skuteczny 
do żywego zainteresowania gieometrów zagadnieniem o równoległych. 

Jakkolwiek główne rezultaty, które Legendre osiągnął w swych 
badaniach, były już zawarte w pracach Saccheri'ego i Lamberta, 
jednakże są bardzo interesujące, chociażby tylko ze względu na szybkość 
i elegancję, z jaką zostały odtworzone. Chcąc więc wykazać w sposób 
jaknajbardziej jasny stan rzeczy na początku wieku XIX, przytoczymy, 
z drobnemi zmianami formalnemi, te rezultaty Legendre'a, które wy- 
dają się nam najodpowiedniejszemi illustracjami. 

1) Suma kątów trójkąta jest równa albo mniejsza 
od dwuch kątów prostych. 

Przypuśćmy, jeżeli to możliwe, że 2R--a jest sumą kątow trójkąta 
ABC, w którym kąt 4 jest najmniejszy. Znajdźmy teraz środek H boku 
BC, połączmy A z H i przedłużmy odcinek AH o równy mu odcinek 
HD. Z równości dwuch trójkątów AHC, BHD wyprowadzamy równości 
kątów: x CAH= x HDB, <ACH=+<HBD, a więc w trójkącie ABD suma 
kątów jest także 2R--a, i jeden z dwuch kątów DAB, ADB, które w su- 


Rys. 81. 


mie dają CAB będzie mniejszy lub równy połowie tego ostatniego kąta. 
Stosując do trójkąta ADB te same konstrukcje i rozumowania, co 

i do trójkąta danego, będziemy mogli utworzyć nowy trójkąt, w któ- 
rym suma kątów będzie jeszcze 2R--a, i w którym jeden kąt jest mniej- 
szy lub równy Hng i postępując tak samo dalej, wykonawszy n dzia- 
łań, będziemy mogli dojść do takiego trójkąta, w którym suma kątów 
jest ciągle jeszcze 2R--a i w którym jeden z nich jest mniejszy lub 
x CAB x CAB 


równy - = Ale dla n dostatecznie wielkiego, przy którym ERGO "YE, 
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dostalibyśmy trójkąt, w którym dwa kąty razem wzięte przewyższałyby 
dwa proste, co jest oczywiście niedorzecznością. A zatym koniecznie bę- 
dzie musiało być 1<0. 

Trzeba zaznaczyć, że przy dowodzeniu twierdzenia milcząco robi się 
użytek z własności linji prostej, według której ona jest nieskoń- 
czona, tak że się przypuszcza, iż można wziąć odcinek AD dwa razy 
większy od odcinka dowolnego AH. Gdybyśmy chcieli odrzucić nieskoń- 
czoność prostej, upadłoby twierdzenie Legendre'a. Do przekonania się 
o tym niech nam posłuży gieometrja kulista, w której płaszczyznę zastę- 
puje się powierzchnią kuli, a prostą kołem wielkim. Działanie podwaja- 
nia odcinka nie jest możliwe, jeżeli odcinek jest większy od półkola, 
a suma trzech kątów trójkąta jest w tej gieometrji większa od dwuch 
prostych. 

Z twierdzenia wyżej dowiedzionego wyprowadza się dalej bezpo- 
średnio: 

2) W wielokącie wypukłym, mającym n boków,suma 
kątów wewnętrznych jest mniejsza lub równa (2n—4) ką- 
tom prostym. 

Dochodzi się do tego rezultatu przez wykonanie rozkładu wielokąta 
na n trójkątów za pomocą prostych, wychodzących z dowolnego punktu, 
obranego wewnątrz wielokąta. : 

Wprowadzając teraz dla krótkości wyraz defekt na oznaczenie, 
o ile suma &%§ kątów wielokąta wypukłego różni się od (2n—4) kątów 
prostych, a więc zakładając: 

a=(2n—4)R—<+8 , 
znajdziemy, że D 

W wielokącie wypukłym defekt a jest większy od 
zera albo równy zeru. 

Pazatym wynika: 

Defekt trójkąta, złożonego z dwuch innych,jest rów- 
ny sumie defektów tych dwuch trójkątów. 

W rzeczy samej, jeżeli 27£—a jest samą kątów jednego z trójkątów 
składowych, a 2R—B sumą kątów drugiego, wtedy suma kątów trójkąta 
całkowitego będzie 

(2R—a)+-(2R—Ę$) — 2R=2R— (a-+-56). 

3) Jeżeli suma trzech kątów trójkąta danego stano- 
wi dwa kąty proste, wtedy dwom kątom prostym będą się 
też równały sumy kątów w trójkątach, które otrzyma- 
my, dzieląc trójkąt dany za pomocą prostych, wychodzą- 
cych z jednego wierzchołka. 
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Istotnie, jeżeli w trójkącie ACD, który prosta CD odcina od trój- 
kąta ABC, suma kątów byłaby 2R—a, przeto w pozostałym trójkącie 
DBC suma trzech kątów musiałaby być równa 2R--a, co ze względu na 
twierdzenie 1) jest niedorzecznością. 

4) Jeżeli istnieje trójkąt w którym suma trzech ką- 
tów równa się dwom prostym, wtedy można zawsze zbu- 
dować czworobok o czterech kątach prostych i czterech 
bokach równych, większych od każdego odcinka danego. 

Niech będzie ABC trójkąt z defektem zero. Przypuśćmy, że ten trójkąt 
jest prostokątny i równoramienny, gdyż jeżeliby tak 
nie było, moglibyśmy zawsze dojść do tego przypad- 
ku za pomocą podziału linjami prostemi, wychodzą- 
cemi z wierzchołków (twierdzenie 3). Dwa takie 
trójkąty, przylegające do siebie wzdłuż przeciwpro- 
stokątnej, utworzą czworobok ACBD o czterech ką- 
tach prostych i czterech bokach równych. Przez 
odpowiednie połączenie czterech takich figur powstaje 
nowy czworokąt CEFG, mający te same własności 
co ACBD, i którego boki są dwa razy większe. 

Tak postępując, po wykonaniu n działań dojdziemy do figury 
o czterech kątach prostych i czterech bokach równych, z których każdy 
równa się 2” razy bokowi AC. Jeżeli więc liczba n będzie dostatecznie 
wielka, wtedy bok otrzymanego czworokąta będzie większy od jakiegokol- 
wiek odcinka dowolnie wielkiego. 

Uwaga. Przekątna dzieli taki czworobok na dwa trójkąty prosto- 
kątne równoramienne z defektem zero; a więc z istnienia jednego tylko 
trójkąta, w którym suma trzech kąłów wynosi dwa proste, wynika istnie- 
nie trójkąta prostokątnego równoramiennego, którego boki przewyższają 
dowolną liczbę razy odcinek dany i w którym suma kątów również wy- 
nosi dwa proste. 

5) Jeżeli suma trzech kątów jednego trójkąta jest 
równa dwom prostym, wtedy będzie też równa dwom 
prostym suma kątów jakiegokolwiek innego trójkąta. 

Wystarczy dowieść twierdzenia dla trójkąta prostokątnego, gdyż 
każdy trójkąt można zawsze rozłożyć na dwa, z których każdy ma kąt 
prosty. j 

Niech więc będzie ABC jakikolwiek trójkąt prostokątny. Jeżeli choć” 
w jednym trójkącie suma trzech kątów wynosi dwa proste, wtedy mo- 
żemy na zasadzie twierdzenia poprzedzającego zbudować trójkąt prosto- 
kątny A,B,C., który ma tę samą własność, i w którym przyprostokątne 
są większe aniżeli w ABC. Doprowadźmy teraz, jak to wskazuje figura, 
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kąty proste obu trójkątów do przystawania, i zastosujmy twierdzenie 
3. naprzód do trójkąta 4,B,C,, potym do trójkąta AB,(,. Wywniosku- 
jemy wtedy, że w trójkącie AB;C,, a więc również 
A, w trójkącie ACB suma trzech kątów wynosi dwa proste. 
6) Jeżeli w jednym trójkącie suma trzech 
kątów jest mniejsza od dwuch prostych, wte- 
dy w każdym innym trójkącie suma kątów 

jest również mniejsza od dwuch prostych. 


C=C, B B, Twierdzenie to jest bezpośrednim wynikiem twierdzeń 
1) i 5). 
Rys. 83. Dwa ostatnie twierdzenia są zawarte między twier- 


dzeniami Saccheri’ego, które, oprócz dwuch przy- 
padków, rozpatrywanych przez Legendre'a, rozpatrują jeszcze ten 
przypadek, w którym suma kątów trójkąta przewyższa dwa proste. Ten 
trzeci przypadek nie może się znależć w badaniach Legendre'a wsku- 
tek jego pierwszego twierdzenia, podanego przez nas, a mianowicie twier- 
dzenia, opierającego się na hipotezie nieskończoności linji pro- 
stej. W razie odrzucenia tej hipotezy odpada też wzmiankowane twier- 
dzenie, a wtedy założenie kąta rozwartego, które wprowadził Saccheri, 
będzie miało rację bytu, obok dwuch innych, rozpatrywanych przez Le- 
gendre'a. 

Widzimy teraz, jakie wnioski, dotyczące postulatu Euklidesa, 
można wyprowadzić z twierdzeń powyżej wyłożonych. 

7), Jeżeli suma trzech kątów trójkąta jest równa 
dwom prostym, wtedy przez punkt jakikolwiek płasz- 
czyzny przechodzi jedna tylko równoległa do prostej 
danej. 

Przed dowiedzeniem tego twierdzenia pomieścimy następujące: 

Twierdzenie pomocnicze. Zawsze można przez punkt dany P 
poprowadzić prostą, która z prostą daną r tworzy kąt 
mniejszy od kąta danego. 

W rzeczy samej, oznaczając przez () spodek prostopadłej, poprowa- 
dzonej z P do r, obierzmy na jednym z promie- 
ni, na które Q dzieli prostą, odcinek QR= PQ, 
i oznaczmy przew w kąt PRQ=RPQ. Zbudujmy 
„następnie trójkąt PRR,, w którym kąt przy R Q 
będzie spełniającym dla kąta w, i bok RR, rów- 
ny EP: kąty przylegające do PR, są równe sobie 


PF 


RE R, 
Rys. 84. 


i nie przewyższają z: Postępując tym samym sposobem, po n działaniach 


osiągniemy trójkąt PR, , Rn, w którym kąty przy R, i P będą mniejsze 
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lub równe £ otrzymamy więc prostą PR,„, która, wychodząc z P, spot- 


PUR 
ka r pod kątem dowolnie małym. 

Wracajac teraz do wypowiedzianego twierdzenia i zachowując fi- 
gurę, z której wyszliśmy przy dowodzeniu twierdzenia pomocniczego, po- 
prowadźmy prostopadłą s z P do PQ. Każda prosta, która wychodząc 
z P spotka r w R, utworzy z dwiema prostemi r i s kąty odpowiadające 
równe, ponieważ w trójkącie PQR suma trzech kątów jest z założenia 
równa dwu kątom prostym. A ponieważ, na zasadzie dowiedzionego 
twierdzenia przybranego, zawsze można poprowadzić przez P proste, two- 
rzące z r kąt dowolnie mały, wynika więc, że wszystkie proste przez P, 
z wyjątkiem s, muszą spotkać r; przeto s jest jedyną równoległą, którą 
można z P poprowadzić do r. 


Powstanie gieometrji nieeuklidesowej. 
Kierunek elementarny. 


$ 8. Prace C.F. Gaussa. Dwadzieścia wieków bezużytecznych wy- 
siłków, a zwłaszcza ostatnie bezpłodne badania nad V postulatem 
doprowadziły wielu gieometrów, których twórczość przypada na początek 
wieku ubiegłego, do przekonania, że uporządkowanie ostateczne teorji 
równoległych stanowi zagadnienie, nie dające się rozwiązać *). Pomimo to 
zainteresowanie przedmiotem ciągle żyło i jeżeli z jednej strony pro- 
wadziło do prób chybiających celu, to z drugiej strony umożliwiło 
odkrycie nowych układów gieometrycznych, które jakkolwiek opierały 
się w pierwszej linji na intuicji, to jednak rozwinęły się w rozleglejszej 
dziedzinie, gdyż abstrahowały od zasady, zawartej w postulacie eu- 
klidesowym. . 

Cała trudność wniknięcia w nowy rodzaj pojęć jest widoczna dla 
tego, kto, przenosząc się myślą w ową epokę, zastanowi się nad panują- 
cemi wówczas poglądami filozofji kantowskiej. 

Gauss (1777—1856) był pierwszym, który jasno wyobrażał sobie 
gieometrję niezależną od postulatu piątego; wyobrażenie to pozo- 


*) Szkoła gietyngeńska od roku 1763 oświadczyła się urzędownie za ko- 
niecznością kierowania się hipotezą Euklidesa; pogląd ten, wyrażony przez 
Kliigela w jego „Conałuum*, podzielał i popierał jego nauczyciel A. G. Kaist- 
ner (1719 —1800), który był podówczas profesorem uniwersytetu w Gietyndze. 
[Wyd. niem. str. 263]. 
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stawało w ukryciu w umyśle największego matematyka przez lat więcej niż 
pięćdziesiąt i wyszło na jaw dopiero po pracach Łobaczewskija 
i J. Bolyai'a. 

Dokumentami, pozwalającemi na przybliżone odtworzenie poszukiwań 
gaussowskich o równoległych, jest korespondencja Gaussa z W. Bo- 
lyai'em, Olbersem, Schumacherem, Gerlingiem, Taurinu- 
sem, Besselem; dwie małe noty w „Gött. gelehrłe Anzeigen“, oraz kil- 
ka notatek, znalezionych między jego papierami (1831). 

Porównywając różne ustępy z listów Gaussa, można naszkicować 
w grubszych zarysach dwa okresy w historji jego badań. 

Pierwszy, który od 1792 sięga do początku wieku XIX, był poświę- 
cony badaniu krytycznemu przedmiotu i poszukiwaniu środków, które 
mogłyby doprowadzić do dowodu postulatu piątego; drugi — zaczy- 
nający się po 1813 — rozwinięciu twierdzeń podstawowych nowej gieo- 
metrji, nazwanej przez Gaussa naprzód antyeuklidesową, póź- 
niej nieeuklidesową. Oto określenie równoległej, przyjęte przez 
Gaussa: i; . 

Jeżeli prosta AM, leżąca w jednej płaszczyźnie z BN, 
ale nie przecinająca jej, ma tę własność, że każda prosta 
przez 4, zawarta w kącie << BAM, 
przecina prostą BN, wtedy AM na- 
zywa się równoległą do BN. 

Trzeba zaznaczyć różnicę pomiędzy tym 
określeniem i euklidesowskim. Rzeczywiście, 
po odrzuceniu pewnika piątego, mogły- 
by przez A przechodzić inne proste, różne 
od AM, nie przecinające BN, i które byłyby równoległe do BN jedynie 
przy dawnym określeniu. 

Gauss dowiódł dalej, że dla jego równoległych istnieją twierdzenia 
następujące: 

19) Jeżeli prosta AM jest równoległa do BN, wtedy od- 
wrotnie BN jest równoległa do AM. r 

2°) Dwie proste równoległe do trzeciej są równoległe 
do siebie. 

Postępując dalej w rozwinięciu nowej gieometrji, Gauss natrafił 
na twierdzenie Lamberta o proporcjonalności pomiędzy polem i defek- 
tem wielokąta, na istnienie stałej nieoznaczonej k we wszystkich wzorach 
nowego układu, wreszcie na długość okręgu koła o promieniu r pod po- 
stacią : 


A M 


Rys. 85. 
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Co się tyczy stałej k, Gauss zaznacza, że dla uzgodnienia nowej 
gieometrji z doświadczeniem należy przyjąć k niezmiernie wielkie. 


$ 9. Prace F. K. Schweikarta i Fr. A. Taurinusa. Współcześni 
Gaussowi są dwaj inni badacze podstaw gieometrji, których poznać 
pozwoliły wytrwałe poszukiwania panów Engela i Stackela'). 

Pierwszym z tych badaczy jest Ferdinand Karl Schweikart 
(1780—1857). Jedynym jego pismem drukowanym o charakterze matema- 
tycznym jest: Die Theorie der Parallellinien nebst dem Vorschlage ihrer 
Verbannung aus der Geometrie, ogłoszone w Jenie i w Lipsku w roku 1808. 
W przeciwieństwie do tego, czego można się spodziewać po tytule, nie za- 
wiera ono gieometrji niezależnej od postulatu piątego: pozostając 
w zakresie Elementów Euklidesa, Schweikart proponuje poprostu za- 
stąpienie pojęcia równoległych przez pojęcie równoległoboku. 

W następstwie jednak, obrawszy inną drogę, Schweikart rozwi- 
nął (nie dając do druku) teorję gieometryczną, niezależną od hipotezy eu- 
klidesowej; teorję, którą za pośrednictwem przyjaciela Gerlinga przesłał 
Gaussowi w roku 1819, i uzyskał jego aprobatę. 

Drugim z wymienionych badaczy jest Franz Adolf Taurinus 
(1794 — 1874), siostrzeniec Schweikarta, który w roku 1825 ogłosił 
Theorie der Parallellinien, a w roku następnym Geometriae prima ele- 
menta. 

Taurinus, jakkolwiek przekonany o bezwzględnej prawdzie po- 
stulatu piątego, jednakże poznał możliwość logiczną dwuch 
innych hipotez, które już występowały w poszukiwaniach Saccheri'ego 
i Lamberta, jak również dostrzegł, że jedna z nich znajduje 
interpretację konkretną na powierzchni kuli. 

Jedyna racja, dla której Taurinus skłania się ku gieometrji Eu- 
klidesa, ma swoje żródło w istnieniu stałej, którą już napotkał Gauss 
w gieometrji nieeuklidesowej; zmieniając tę stałą, otrzymywałoby się 
pojęcie, mogące mieć różne znaczenia, i zawierające przestrzeń jako przy- 
padek szczególny, —co przedstawiało sprzeczność z ówczesnemi pojęciami 
filozoficznemi. 

Najgodniejszym uwagi przyczynkiem, dostarczonym przez badania 
Taurinusa, są wzory zasadnicze trygonometrji nieeuklidesowej, wy- 


') Engel und Stackel, Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf 
Gauss. Leipzig 1895. Engel und Staickel, Gauss, die beiden Bolyai und die nicht- 
euklidische Geometrie, Math. Ann. 59. Stackel, Friedrich Ludwig Wachler, Math. 
Ann. 54. [Wyd. niem. str. 265]. 
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prowadzone z wzorów gieometrji kulistej przez zastąpienie promienia rze- 
czywistego k promieniem urojonym ik [i=V—1]. 

Co do znaczenia Schweikarta i Taurinusa w historji gieo- 
metrji nieeuklidesowej, oto, w krótkości, jak wyrażają się panowie 
Stickel i Engel w swojej cennej pracy, cytowanej powyżej. 

Schweikart, dzięki jasnemu pojęciu, jakie miał o możliwości 
gieometrji odrzucającej postulat piąty, może być postawiony obok 
Gaussa, któremu jednak nie dorównywa w rozwinięciu nowej nauki. 
Taurinus, przez swoją wiarę w prawdę bezwzględną gieometrji E u- 
klidesa zbliża się raczej do Saccheri'ego i Lamberta, przewyż- 
sza ieh jednak szerszym rozwinięciem nowych systemów, w których doj- 
rzał ścisłość logiczną. 

$ 10. Prace N. J. Łobaczewskija*). Pierwszym, który ogłosił 
teorję gieometryczną, opartą na zaprzeczeniu postulatu piątego, był 
gieometra rosyjski Łobaczewskij (1793—1856). 

Jego pierwsze prace nad tym przedmiotem sięgają roku 1829; ażeby 
jednak okazać sposobem najkrótszym metodę, którą się posiłkował, bu- 
dując Gieometrję urojoną, albo Pangieometrję, odwołamy ge do jego Geo- 
metrische Untersuchungen z roku 1840 **). 

W pracy tej Łobaczewskij, pomieściwszy na początku grupę twier- 
dzeń, niezależnych od teorji równoległych, rozpatruje na płaszczyźnie pęk 

promieni o wierzchołku A i prostą BC, nie 

„ należącą do pęku. Niech będzie AD prosta 
pęku, prostopadła do BC i AE, prosto- 
padła do 4D. Prosta AK w układzie 
euklidesowym, jest jedyną nieprzecinającą 
Rys. 86. BC. W gieometrji Łobaczewskija 

istnieją w pęku 4 inne proste, 

nieprzecinające BO; nieprzecinające są oddzielone od przecinających 
dwiema prostemi h, k, które również jeszcze nie spotykają BC. Każda 
z tych dwuch prostych, które autor nazywa równoległemi, ma ozna- 
czony zwrot równoległości; h na naszej figurze odpowiada zwroto- 
wi prawemu, k zwrotowi lewemu. Kąt, utworzony przez prostopadłą AD 


*) Por. F. Engel, Urkunden zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie. 
I Bd. N. J. Lobatschefskij, Zwei geometrische Abhandlungen, Leipzig 1898, 
N.J.Lobatschefskij, Imagindre Geometrie und Anwendung der imaginären 
Geometrie auf einige Integrale, übersetzt von H. Liebmann, Leipzig 1904, oraz 
N. J. Łobaczewskij, Połnoje sobranje soczinienij po gieometrji, Kazań, 1886. 

**) Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien, Berlin 1840, 
nowe wyd. 1887. 
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z jedną z dwuch równoległych, jest kątem równoległości, odpo- 
wiadającym odległości AD. Łobaczewskij używa symbolu z(a) dla 
oznaczenia kąta równoległości, odpowiadającego odległości a. W gieome- 
trji zwykłej jest stale z(a)=90% w gieometrji Łobaczewskija z(a) 
jest dobrze oznaczoną funkcją a, która dąży do 90°, kiedy a dąży do ze- 
ra, i która dąży do zera, kiedy a rośnie do nieskończoności. 

Z określenia równoległych autor wyprowadza następnie ich główne 
własności, a mianowicie zachowanie), wzajemność iprzechod- 
niość równoległości (por. Gauss str. 234) oraz zachowanie się asy m pto- 
tyczne równoległych (por. Saccheri, str. 225). 

Dowodzenie tych własności jest poprzedzone twierdzeniami o sumie 
kątów trójkąta, które były już przedtym podane przez Legendre'a 
i wcześniej jeszcze przez Saccheri'ego. Ale częścią najważniejszą Gieo- 
metrji urojonej jest wyprowadzenie wzorów trygonometrycznych. 

Ażeby te wzory otrzymać, autor wprowadza dwie nowe figury: 
linję graniczną (koło o promieniu nieskończenie wielkim) i po- 
wierzchnię graniczną (kulę o promieniu nieskończenie wielkim), 
które w gieometrji zwykłej są prostą i płaszczyzną. I dalej, na po- 
wierzchni granicznej, do której należy so? linji granicznych, 
można utworzyć gieometrję identyczną ze zwykłą, w której linja gra- 
niczna zastępuje linję prostą; i tak Łobaczewskij otrzymuje ten 
pierwszy rezultat godny uwagi: na powierzchni granicznej spra- 
wdza się gieometrja euklidesowa, a w szczególności 
zwykła trygonometrja płaska. 

Z tej ważnej własności, i z innej jeszcze, dotyczącej linji gra- 
nicznych spółosiowych (kół spółśrodkowych o promieniu nieskoń- 
czenie wielkim) korzysta Łobaczewskij, ażeby wyprowadzić wzory 
nowej trygonometrji płaskiej i trygonometrji kulistej. Te ostatnie są iden- 
tyczne ze zwykłemi wzorami dla kuli, o ile elementy trójkąta będą mierzo- 
ne kątami prostemi. 

Dobrze jest okazać, jaką formę nadał Łobaczewskij swoim wzo- 
rom. Jeżeli w trójkącie płaskim ABC oznaczymy przez a, b, c boki, leżące 
naprzeciwko Á, B, O; przez z(a), a(b), z(c) kąty równoległości, odpowiada- 
jące bokom, wtedy wzór zasadniczy Łobaczewskija będzie 


sinz(b).sinz(c) È 


cosA.cost(b).cost(c) +- sinz(a) r 


* To znaczy: jeżeli prosta AM jest równoległa do BN, a punkt P leży na 
AM, wtedy i prosta PM jest równoległa do BN. (Przyp. tłum.). 
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Łatwo możnaby było się przekonać, że ten wzór i wzór Tauri- 
nusa mogą być przekształcone jeden na drugi *). 

Oto najważniejsze rezultaty, które Łobaczewskij wyprowadza ze 
swoich wzorów: 


a) Dla trójkątów o bokach bardzo małych (nieskończenie małych) 
zamiast wzorów trygonometrji urojonej można podstawić zwykłe 
wzory trygonometryczne, odrzucając wielkości nieskończenie małe rzędu 
wyższego niż drugi. 

b) Zamiana boków a, b, c na boki urojone ia, ib, ic przekształca wzo- 
rytrygonometrji urojonej na wzory trygonometrji kulistej. 

c) Ustaliwszy na płaszczyźnie i w przestrzeni układ spółrzędnych, 
podobny do zwykłego kartezjuszowskiego, można za pomocą metod gieo- 
metrji analitycznej obliczać długości linji, pola powierzchni i objęto- 
ści ciał. 


$ 11. Prace J. Bolyaia. Wraz z Łobaczewskim dzieli chwałę 
odkrycia gieometrji nieeuklidesowej młody Węgier Jan Bolyai (1802— 
1860). Lekcje jego ojca Wolfganga zwróciły jego uwagę na po- 
stulat o równoległych, do którego dowiedzenia przygotowywał się, nie 
zważając na rady ojcowskie, zmierzające do odwrócenia go od tego przed- 
sięwzięcia. Bezowocność jego usiłowań zakończyła się bardzo prędko 
wniknięciem w istotnego ducha zagadnienia i doprowadzeniem go do zbu- 
dowania systemu, niezależnego od słynnego postulatu. 


Praca Bolyai'a, ogłoszona drukiem w roku 1882, nosi tytuł: 
„Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens: a veritate aut falsitate 


*) Wzór Taurinusa ma postać 


c 


j 905% > 


SW PD c b 
Ch-= Ch Fi Ch T —Sh gh 
gdzie 
a ee epe £ 
S A SACHA Gie R 


Od powyższego wzoru do wzoru Łobaczewskie go można przejść 
uwzględniając zależność 
a 1 
Ch-= E A 
k sing 
Por. R. Bonola—H. Liebmann, Die nichleuklidische Geometrie, Leipzig 
1908, str. 80 i 92. 
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Axiomalis XI Euclidei (a priori haud unquam decidenda) indipendentem; 
adjecta ad casum falsitatis, quadratura circuli geometrica* *). 

Posłana w styczniu 1832 r. przez Wolfganga Gaussowi, wy- 
wołała później dłuższy list Gaussa, dowodzący, że Appendix zado- 
wolił w zupełności wielkiego matematyka, i rzucający nieco światła na 
drogę, którą postępował Gauss w swych własnych badaniach. 

Również o metodach Bolyai'a, jak i Łobaczewskija, nie 
będziemy zabierali głosu, ograniczając się poprostu do zaznaczenia naj- 
ważniejszych rezultatów, otrzymanych przez młodego autora. 

a) Określenie równoległych i ich własności, niezależne od postu- 
latu euklidesowego (por. określenie Gaussa). 

b) Koło i kula o promieniu nieskończenie wielkim. Gieometrja na 
kuli o promieniu nieskończenie wielkim jest identyczna ze zwykłą gieo- 
metrją płaską. 

c) Trygonometrja kulista jest niezależna od postulatu Euklidesa. 
Dowód bezpośredni wzorów. 

d) Trygonometrja płaska w przypadku nieeuklidesowym.  Zastoso- 
wanie do obliczania pól i objętości. 

e) Zagadnienia, dające się rozwiązać elementarnie. Budowa kwa- 
dratów równoważnych kołom, w założeniu nieważności postulatu 
piątego. 

Jeżeli Łobaczewskij bardziej rozwinął gieometrję urojoną, 
w szczególności jej treść analityczną, to Bolyai opracował głębiej za- 
gadnienie zależności lub niezależności twierdzeń gieometrycznych od po- 
stulatu euklidesowego. Jeżeli Łobaczewskij dąży głównie do zbudo- 
wania systemu gieometrycznego na zaprzeczeniu omawianego postulatu, 
to Jan Bolyai wyprowadza na jaw te twierdzenia i konstrukcje, które 
w gieometrji zwykłej nie zależą od postulatu. Takie twierdzenia, zwane 
przez niego bezwzględnie prawdziwemi, należą do nauki bez- 
względnej o przestrzeni. Poszukiwanie twierdzeń tej nauki bezwzględ- 
nej mogłoby być dokonane przez porównanie gieometrji Euklidesa 
z gieometrją Łobaczewskija. To wszystko, co obie gieometrje mają 
spólnego, np. wzory trygonometrji kulistej, należy do gieometrji 
bezwzględnej. 

Jan Bolyai dochodzi jednak wprost do tego celu. 


*) Wydanie nowe Lipsk 1903; tłumaczenie francuskie: „La science absolue de 
espace, indépendante de la vérité ou de la fausseté de Vaxiome XI d'Euclide (que 
lon ne pourra jamais établir à priori). Suivi de la quadrature géométrique du 
cercle dans le cas de la fausseté de Paxiome XI. Trad. par J. Hoiiel. 2-e wyd. Pa- 
ryż 1895.—Druk rozprawy był ukończony jeszcze w lecie roku 1831. (Przyp. tłum.). 
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Piękne jest następujące bezwględne twierdzenie Bolyai a: 

W trójkącie prostolinjowym okręgi kół,których pro- 
mienie są równe bokom trójkąta, mają się do siebie jak 
wstawy kątów przeciwległych. 

I tak, jeżeli oznaczymy przez a, b, c boki trójkąta, przez a, ß, y kąty 
przeciwległe, przez Ox długość okręgu koła o promieniu x, będziemy 
mieli: 

(1) QOa:Ob:Oc=sin a«:sin f:sin y . 


Zauważmy, że przy hipotezie euklidesowej, przy której jest Ow=2rx 
twierdzenie Bolyai'a będzie: 
a:b:c=sin a:sin f:sin4 , 
t. j. znane twierdzenie o wstawach zwykłej trygonometrii. 


$ 12. Rozpowszechnianie się gieometrji nieeuklidesowej. Prace 
Łobaczewskija i Bolyai'a nie doznały na razie tego przyjęcia, 
jakie, zdawałoby się, obieeywało tyle wieków powolnego i ciągłego przy- 
gotowania. Jednakże nie powinno nas to zadziwiać, gdyż historja nauk 
poucza, że żadna zmiana radykalna w poszczególnej dyscyplinie nie obala 
za jednym zamachem przekonań i uprzedzeń, na których myśliciele i ba- 
dacze przez długi okres czasu opierali swoje nauki. 

W naszym przypadku do opóźnienia uznania gieometrji nie- 
euklidesowej przyczyniły się jeszcze szczególne powody, a mianowi- 
cie trudność, jaką przedstawiało czytanie prac rosyjskich Łobaczew- 
skija, brak rozgłosu nazwisk obu nowatorów, wreszcie kantowskie 
pojęcie przestrzeni, które panowało na początku wieku ubiegłego. 

Do rozproszenia ciemności, które osłaniały nowe teorje w pierw- 
szych latach, przyczyniły się znacznie publikacje niemieckie i francuskie 
niektórych prac Łobaczewskija, ale prawdziwy tryumf gieome- 
trji nieeuklidesowej liczy się od dnia, w którym stało się wiado- 
mym, że Gauss był przekonany o jej wartości logicznej i o możliwości 
przestrzeni fizycznej, któraby jej odpowiadała. Wówczas dawne zagadnie- 
nie o równoległych, przyciągając, pod nową zupełnie postacią, uwagę 
matematyków, stało się ośrodkiem rozległej dziedziny badań; jedne z nich 
miały prosty cel uczynienia prac wynalazców gieometrji nieeukli- 
desowej bardziej dostępnemi dla szerszej publiczności matematycznej; 
inne zmierzały do rozszerzenia rezultatów, treści i znaczenia nowej nauki. 

W badaniach tych, ze względu na metodę, można wskazać trzy 
główne kierunki. 

Pierwszy jest to kierunek elementarny, do którego należą 
prace Łobaczewskija i Bolyai'a; drugi kierunek miarowy 
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różniczkowy, który bierze początek z jednej strony w klasycznej roz- 
prawie Riemanna, z drugiej w pracach Helmholtza i Liego; trzeci, 
który powstał z usiłowań nadania formy rzutowej także własnościom 
metrycznym figur, jest kierunek rzutowy. Do tych trzech kierun- 
ków głównych możnaby dodać jeszcze inny, dający się nawiązać do po- 
glądu Fouriera (por. str. 228) i dążący do scharakteryzowania własno- 
ści metrycznych przestrzeni za pomocą odległości, przyjętej jako po- 
jęcie pierwotne. 

O postępach gieometrji w tych nowych kierunkach mówić będziemy 
w krótkości w dalszym ciągu. 


$ 13. Postulaty równoważne piątemu postulatowi euklidesowe- 
mu. Zanim .porzucimy zakres elementarny, wydaje nam się rzeczą wła- 
ściwą zwrócić uwagę czytelnika na pewne twierdzenia, które poniekąd 
mogą być uważane jako hipotezy równoważne postulatowi 
piątemu. 

Ażebyśmy byli jasno zrozumiani, zaczniemy od wykazania znacze- 
nia tej „równoważności*. 

Dwie hipotezy są bezwzględnie równoważne, jeżeli każda 
z nich da się wysnuć z drugiej, bez pomocy jakiejkolwiek innej hipo- 
tezy. W tym znaczeniu są bezwzględnie równoważne dwie następujące 
hipotezy: 

a) Dwie proste równoległe do trzeciej są równoległe do siebie; 

b) Przez punkt położony zewnątrz prostej przechodzi tylko jedna 
równoległa do tej prostej. > 

Ten rodzaj równoważności jest mało interesujący, ponieważ obie 
hipotezy są poprostu dwiema różnemi formami tego samego twierdzenia. 
Zobaczmy raczej, jak to pojęcie równoważności można uogólnić. Przy- 
puśćmy, że jakaś teorja dedukcyjna jest oparta na pewnym układzie hi- 
potez, które oznaczymy przez (A,B,C, ... H}. Niech będą dalej M i N dwie 
nowe hipotezy takie, że z układu |4, B,C,.. H, M} można wyprowadzić 
N, a z układu (4, B,C,.. H,N| można wyprowadzić M. Zaznaczymy to, 
pisząc: 
. 14, B,C,..H, M|-D:N, 
14, B,C,..H,Ni-:D:M. 


Wtedy, uogólniając pojęcie równoważności, powiemy, że dwie hipotezy. 
M,N są równoważne względem układu zasad niczego 
| A BOCZSZEY. 
Przywiązujemy wielką wagę do znaczenia, jakie w tym określeniu ma 
układ zasadniczy (4, B,C,.. H}. W rzeczy samej może się zdarzyć, że 
Zagadnienia gieom. 16. 
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przy uszczupleniu układu zasadniczego, np. przez opuszczenie hipotezy 4, 
nie będą możliwe jednocześnie obie dedukcje: 


B O C H MFN 
(B (,..H,N]-2-M. 


Wtedy, względem nowego układu zasadniczego |B,C,.. Hy, dwie hipo- 
tezy M,N nie będą równoważne. 

Po tych wyjaśnieniach natury logicznej zobaczymy, co z poprzed- 
nich rozważań wyniknie ze względu na równoważność pomiędzy niektó- 
remi hipotezami a hipotezą euklidesową. 

Przyjmijmy na pierwszym miejscu, jake układ zasadniczy hipotez, 
układ, złożony z postulatów łączności (4) | vozdzielności (B), które cha- 
rakteryzują w sposób zwykły pojęcia prostej i płaszczyzny *), z postu- 
latów przystawania*) (0) i z postulatu Archimedesa (D). 
Względem tego układu zasadniczego, który oznaczymy przez |4, B, C, Dł, 
następujące hipotezy są równoważne sobie, i równoważne tej, którą 
Euklides wyraża w swoim postulacie piątym: 

a) Kąty jednostronne wewnętrzne, utworzone przez dwie równoległe 
z linją sieczną, są spełniające (Ptolemeusz). 

b) Dwie proste równoległe są równoodległe (Posydoniusz). 

c) Jeżeli prosta przecina jedną z dwuch równoległych, przecina 
i drugą (Proklos); albo też: dwie proste równoległe do trzeciej są do 
siebie równoległe; albo jeszcze: przez punkt położony zewnątrz prostej 
przechodzi jedna tylko równoległa do tej prostej. 

d) Można zawsze zbudować trójkąt dowolnie wielki, podobny do 
jakiegokolwiek danego trójkąta (Wallis). 

e) Przez trzy punkty nie leżące na linji prostej przechodzi zawsze 
koło (W. Bolyai). 

f) Przez punkt leżący pomiędzy ramionami kąta przechodzi za- 
wsze prosta, która przecina oba ramiona kąta (Loren 2). 

a) Jeżeli dwie proste r, s są jedna prostopadła, druga pochyła do 
siecznej AB, wtedy odcinki prostopadłych, poprowadzonych z punktów 
prostej s na r, są mniejsze od AB z tej strony, z której AB tworzy 
z r kąt ostry (Nasir-Eddin). 

B) Miejscem punktów równooddalonych od prostej jest prosta (Cla- 
vius). 

4) Suma kątów trójkąta równa się dwom kątom prostym (Sac- 
cheri). 


*) Por. artykuł 3. 
*') Art: 4. 
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Przypuśćmy teraz, że uszczuplamy układ zasadniczy hipotez, 
opuszczając hipotezę archimedesową. Wówczas powiedze- 
nia a), b), c), d); e), f) będą jeszcze i względem nowego układu zasad- 
niczego (4, B, C} równoważne sobie i równoważne postulatowi 
piątemu Euklidesa. Co się jednak tyczy powiedzeń a), 6), 4) to 
one są jedynie równoważne sobie względem układu (4,B,C4, ale 
żadne z nich nie jest równoważne postulatowi euklidesowemu. 
Rezultat ten, uwydatniający rolę, jaką odgrywa postulat Archime- 
desa, jest zawarty w nowszej rozprawie M. Deh na (1900 *). 

W rozprawie tej dowodzi się, że hipoteza 4) o sumie kątów trójkąta 
da się utrzymać nietylko w zwykłej gieometrji elementarnej, ale jeszcze 
w pewnej nowej gieometrji, koniecznie niearchimedesowej, w któ- 
rej postulat piąty nie jest prawdziwy, i w której przez jeden punkt 
przechodzi nieskończenie wiele prostych, nie przecinających prostej da- 
nej. Tej gieometrji autor daje nazwę nawpółeuklidesowej. 


Rozwój stopniowy gieometrji nieeuklidesowej. 


Ażeby zdać sprawę z dalszych postępów gieometrji w kierunku 
miarowo różniczkowym i rzutowym, będziemy musieli wyjść 
z zakresu elementarnego i mówić o niektórych wyższych teorjach mate- 
matycznych, jak to: gieometrja miarowo różniczkowa na roz- 
maitościach, teorja grup ciągłych przekształceń, gieome- 
trjarzutowa czysta (system Staudta) i podporządkowane jej gieo- 
metrje miarowe. Ponieważ wnikanie w zagadnienia zbyt daleko idą- 
ce nie odpowiada charakterowi tej książki, ograniczymy się przeto jedy- 
nie do rzeczy niezbędnych, które pozwolą czytelnikowi zrozumieć ducha, 
przejawiającego się w nowych badaniach, i doprowadzą go do nowego 
systemu gieometrycznego, który zawdzięczamy Riemannowi, a który, 
od samego początku był wyłączony z poprzednich poszukiwań wskutek 
przypuszczenia nieskończoności linji prostej. Ten system jest również 
znany pod nazwiskiem swego twórcy i odpowiada hipotezie kąta rozwar- 
tego u Saccheri'ego i Lamberta. 


A) Kierunek miarowo różniczkowy. 


$ 14. Pierwsze wiadomości o powierzchniach o krzywiźnie sta- 
łej. Ażeby ułatwić osiągnięcie celu zamierzonego, dobrze jest wyjść z roz- 
ważań następujących. 


*) Por. Math. Ann. 53, str. 405—439. Die Legendreschen Sdtze iiber die Win- 
kelsumme im Dreieck. 
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Mając daną powierzchnię, założymy sobie zbadanie, jak dalece moż- 
na na niej zbudować gieometrję, analogiczną do gieometrji płaszczyzny. 

Przez dwa punkty 4, B powierzchni przechodzi, w ogólności, linja 
dobrze oznaczona, która na niej leży, i która przedstawia najmniejszą od- 
ległość między tymi dwoma punktami, mierzoną na powierzchni. Taką 
linją jest linja gieodezyjna, łącząca dwa punkty 4, B powierzchni. 
Jeżeli np. mowa o kuli, wtedy linja gieodezyjna, łącząca parę punktów 
(nie będących końcami tej samej średnicy), jest łukiem koła wielkiego, 
wyznaczonego przez te punkty. 

Jeżeli teraz zechcemy porównać gieometrję na powierzchni z gieo- 
metrją na płaszczyźnie, wyda nam się naturalnym zestawienie linji gieo- 
dezyjnych jednej (mierzących długości na powierzchni), z linjami pro- 
stemi drugiej; a także przyjmowanie za równe (gieodezyjnie) na 
powierzchni takich dwuch figur (na niej wykreślonych), których punkty 
można podporządkować wzajemnie w ten sposób, że odległości gieodezyj- 
ne odpowiadających sobie par punktów będą równe. 

Do tego pojęcia równości można dojść sposobem poglądowym, jeżeli 
się przyjmie, że powierzchnia jest urzeczywistniona przez powłokę gięt- 
ką inierozciągliwą, i że przez ruch powierzchni, przy którym ona 
nie pozostaje sztywną, ale się zgina, figury powierzchni, nazwane przez 
nas równemi, mogą być doprowadzone do przystawania. 

Weźmy jako przykład część powierzchni walcowej, która przez zwykłe 
wyginanie bez rozciągania, składania lub rozrywania może być rozwi- 
nięta na płaskim polu. Oczywiście w przypadku tym wypadnie nazwać 
równemi na powierzchni dwie figury, które po rozwinięciu zamie- 
niają się na figury płaskie równe; pamiętajmy jednak, że dwie takie 
figury, w ogólności, nie są równe w przestrzeni. 

Powracamy do powierzchni jakiejkolwiek. Zbiór umów, zaznaczo- 
nych poprzednio, daje początek gieometrji na powierzchni, przy- 
czym powierzchnię zawsze zamierzamy rozpatrywać częściami, odpowied- 
nio ograniczonemi (zwanemi normalnemi). Dwie powierzchnie, dające 
się nałożyć jedna na drugą przez zginanie bez rozciągania, będą miały tę 
samą gieometrję; tak np. na powierzchni walcowej, i wogóle na jakiej- 
kolwiek powierzchni rozwijalnej, mieć będziemy gieometrję, dającą 
się upodobnić do gieometrji na powierzchni płaskiej. 

Przykład gieometrji na powierzchni, istotnie różnej od gieometrji 
płaszczyzny, daje nam gieometrja kuli, ponieważ niemożna rozwinąć czę- 
ści kuli na płaszczyznę. 

W przykładzie tym mamy jednak godną uwagi analogję z gieome- 
trją płaską: analogja ta polega na fakcie, że powierzchnia kuli może się 
poruszać swobodnie na sobie samej, zupełnie jak płaszczyzna, tak że dla 
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figur równych na kuli ważne będą twierdzenia zupełnie analogiczne do 
postulatów przystawania na płaszczyźnie. 

Postarajmy się o uogólnienie tego przykładu. Ażeby powierzchnia 
odpowiednio ograniczona mogła się poruszać przez zginanie, bez rozciąga- 
nia, na sobie samej, w sposób taki sam, jak powierzchnia płaska, trzeba 
aby pewna liczba (niezmienna ze względu na omówione zginania) miała 
wartość stałą we wszystkich punktach powierzchni. Ta liczba została 
wprowadzona przez Gaussa pod nazwą krzywizny *). 

Można istotnie budować powierzchnie o krzywiźnie stałej, rozróż- 
niając trzy typy możliwe: ~- 


0=0, 0>0, C<0:. 


Dla C=0 dostaje się powierzchnie rozwijalne (dające się rozwinąć 
na płaszczyźnie); dla €>0 dostaje się powierzchnie, dające się nawinąć 


na powierzchnię kuli (o promieniu Va. która może być uważana jako 


ich model. 

Dla C<0 dostaje się powierzchnię, dającą się nawinąć na pseu- 
dosferę, którą można przyjąć za model powierzchni o krzywiźnie sta- 
łej ujemnej. 

Pseudosfera jest powierzchnią obrotową: równanie jej krzywej po- 
łudnikowej (traktorji**), w odniesieniu do osi obrotu z i do prostej x, 
prostopadłej do z i odpowiednio wybranej, jest: 


*) Przypominając, że przez krzywiznę linji płaskiej w którymkolwiek jej 
punkcie rozumiemy odwrotność promienia koła ściśle stycznego w tym punkcie 
(koła, mającego trzy nieskończenie bliskie punkty, spólne z krzywą), możemy 
w następujący sposób określić krzywiznę powierzchni w jej punkcie M: 

Poprowadziwszy przez M normalną n do powierzchni, rozpatrujemy pęk płasz- 
czyzn przez n oraz odpowiedni pęk krzywych, według których płaszczyzny te prze- 
cinają powierzchnię. Pomiędzy krzywemi (płaskiemi) tego pęku są dwie prostopad- 
łe względem siebie, których krzywizny* (określone powyżej) mają własność maxi- 
mum i minimum. Iloczyn tych dwuch krzywizn daje krzywiznę powierzchni 
w punkcie M (Gauss). Krzywizna Gaussa posiada uderzającą własność: 
pozostaje ona niezmienna przy zginaniu powierzchni bez rozciągania; jeżeli 
więc dwie powierzchnie dadzą się nawinąć jedna na drugą, w znaczeniu wskaza- 
nym w tekście, to będą misiały w punktach odpowiadających sobie mieć jedna- 
kową krzywiznę (Gauss). Rezultat ten, który Minding odwrócił w przypadku 
powierzchni o krzywiźnie stałej, wykazuje, że powierzchnie, dające się swobodnie 
poruszać na sobie samych, mają cechę stałości krzywizny. 

**) Traktorję można określić gieometrycznie jako krzywą, dla której odci- 
nek stycznej, zawarty między punktem styczności i asymptotą, ma długość stałą. 
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(1) z=k . lo 


gdzie k jest związane z krzywizną Č powierzchni następującą należnością: 
1 
Na pseudosferę, utworzoną przez (1), można nałożyć jakąkolwiek 
część powierzchni o krzywiźnie stałej 
1 
zy ę 248 
(6= 13 
$ 15. Gieometrja na powierzchniach o krzywiźnie stałej. Po- 
między gieometrją na powierzchni o krzywiźnie stałej, a gieometrją czę- 
ści płaszczyzny, jeśli obu nadamy odpowiednie granice, zachodzi analogja, 
którą możemy wykazać, przenosząc podstawowe określenia i własności 
z jednej z nich do drugiej, jak to w krótkości zaznaczymy przez prze- 
ciwstawienie wyrażeń, podane w następującej tablicy: 


a) powierzchnia, 

b) punkt, 

c) linja gieodezyjna, 

d) łuk linji gieodezyjnej, 

e) własności linjowe krzywej gieo- 
dezyjnej, ` 
f) dwa punkty określają linję gieo- 

dezyjną, 
g) własności podstawowe równości 
łuków gieodezyjnych i kątów, 
h) jeżeli dwa trójkąty gieodezyjne 
mają dwa boki równe i kąt 
między niemi zawarty równy, to i 
pozostałe boki i kąty są równe. 


a) część płaszczyzny, 

b) punkt, 

c) linja prosta, 

d) odcinek prostolinjowy, 

e) postulaty dotyczące uporządko- 
wania punktów na prostej, 

f) dwa punkty wyznaczają prostą, 


g) postulaty równości odcinków i 
kątów, 

h) jeżeli dwa trójkąty prostolinjo- 
we mają dwa boki równe i kąt 
między niemi zawarty równy, to i 
pozostałe boki i kąty są równe. 


Stąd wynika, że można zachować jako spólne dla gieometrji po- 


wierzchni, o których mowa, wszystkie te własności, należące do części 
ograniczonych płaszczyzny, które w układzie euklidesowym są niezależne 
od postulatu o równoległych, i w których dowodzeniu nie robi się użytku 
z płaszczyzny zupełnej (np. z nieskończoności linji prostej). 

Przystąpimy teraz do zestawienia z odpowiedniemi twierdzeniami po- 
wierzchni tych twierdzeń, dotyczących pola płaskiego, które są w związ- 
ku z hipotezą euklidesową. Wiemy np., że na płaszczyźnie suma kątów 
trójkąta jest równa dwom prostym. Własność odpowiednia nie jest w ogól- 
ności zachowana na powierzchni. 
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Rzeczywiście wiadomo, że na kuli suma kątów trójkąta jest większa 
od dwuch kątów prostych, natomiast na pseudosferze suma ta jest mniej- 
sza od dwuch kątów prostych. Stąd wypada, że te własności powierzchni 
o krzywiźnie stałej, które są związane z wartością sumy kątów wielokąta, 
nie są te same dla wszystkich powierzchni, ale zależą od ich krzy- 
wizny. 

Gieometrja powierzchni o krzywiźnie zero i o krzywiźnie stałej do- 
datniej jest nam znana, ponieważ odpowiada gieometrji płaskiej euklide- 
sowej i gieometrji kulistej. Gieometrja powierzchni o krzywiźnie stałej 
ujemnej była badana przez Mindinga (1839—1840), który podał związ- 
ki zasadnicze pomiędzy bokami i kątami trójkąta gieodezyjnego. Związ- 
ki te (trygonometrja pseudosferyczna) odpowiadają związkom gieometrji 
Łobaczewskija i Bolayi'a. 


$ 16. Porównanie z gieometrją nieeuklidesową płaszczyzny. Jak 
widać z rezultatów poprzedzających, własności dotyczące sumy kątów trój- 
kąta w gieometrji na powierzchni o krzywiźnie stałej odpowiadają: 

dla C=0, własnościom, istniejącym na płaszczyźnie przy hipotezie 
kąta prostego; 

dla C>0, własnościom, któreby istniały na płaszczyźnie na mocy 
hipotezy kąta rozwartego; 

dla C<0, własnościom, któreby istniały na płaszczyźnie na mocy 
hipotezy kąta ostrego. 


Rezultat dla C=0 jest widoczny A priori, ponieważ mamy tu do czy- 
nienia z powierzchniami rozwijalnemi. 

Analogję pomiędzy gieometrją na powierzchni o krzywiżnie stałej, 
dodatniej lub ujemnej, i gieometrją, którąbyśmy otrzymali na płaszczyź- 
nie przy hipotezie kąta rozwartego lub ostrego, można prowa- 
dzić dalej przez wyznaczenie zależności trygonometrycznycć h 
pomiędzy elementami trójkątów gieodezyjnych, należących do owych 
powierzchni. 

Stąd wypływa, że gieometrja na powierzchni o krzywiźnie stałej do- 
datniej lub ujemnej może być uważana jako interpretacja kon- 
kretna gieometrji nieeuklidesowej, którą się otrzymu- 
je na ograniczonym polu płaszczyzny, przyjmując hipo- 
tezę kąta rozwartego lub ostrego. Wynik dedukcji, wysnutych 
z takich hipotez, będzie więc musiał doprowadzić do układu gieometrycz- 
nego, mającego spójność logiczną. Ten wniosek, o ile dotyczy hipotezy 
kąta rozwartego, zdaje się sprzeciwiać dowodom jej niedorzeczności, po- 
danym przez Saccheri'ego, Lamberta i Legendre'a; jednakże 
sprzeczność tę łatwo wyrugować, zważywszy, że owe dowody były otrzy- 
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mane nie tylko za pomocą własności zasadniczych, odpowiadających ogra- 
niezonemu polu płaszczyzny, ale jeszcze przez wzięcie pod uwagę nie- 
skończoności linji prostej, czyli przez przekroczenie tego pola. 


$ 17. Podstawy gieometrji płaskiej podług pomysłów Riemanna. 
Uwagi powyższe prowadzą nas do założenia podstaw gieometrji metrycz- 
nej, odrzucającej postulat Euklidesa, i zajmującej stanowisko ogól- 
niejsze od dotychczasowego. 

a) Przyjmijmy, że rozpoczynamy badanie od ograniczonej części 
płaszczyzny, nie zaś od płaszczyzny zupełnej; 

b) Zgódźmy się przyjąć za postulaty te twierdzenia elementarne, któ- 
re objawiają się naszym zmysłom w dziedzinie przyjętej od początku, 
i które dotyczą wyznaczalności linji prostej, przystawania i t. d. 

c) Przyjmijmy, że własności dziedziny początkowej mogą być roz- 
szerzone na całe otoczenie jakiegokolwiek punktu płaszczyzny (nie mówi- 
my: na płaszczyznę zupełną, ogarniętą jednym rzutem oka). 

Gieometrja rozwinięta na podstawie tych zasad będzie najogólniej- 
szą gieometrją płaską, która może być uzgodniona z danemi, wyrażające- 
mi rezultat naszych doświadczeń, wziętych w ścisłym znaczeniu, ale ogra- 
niczonych jedynie do dziedziny dostępnej. 

Na zasadzie tego, co mówiliśmy w $ 16, widoczne jest, że oma- 
wiana gieometrja znajdzie interpretację konkretną w gieometrji powierzch- 
ni o krzywiźnie stałej. 

Ale taka odpowiedniość istnieje tylko ze stanowiska (różniczkowego), 
przy którym porównywa się jedynie dziedziny ograniczone. Jeżeli nato- 
miast zajmiemy stanowisko (całkowe), przy którym się porównywa gieo- 
metrję płaszczyzny zupełnej z gieometrją na powierzchni, wtedy uzgodnie- 
nie nie da się utrzymać. Rzeczywiście, z tego stanowiska nie można nawet 
powiedzieć, że na dwuch powierzchniach o tej samej krzywiźnie stałej waż- 
ną jest ta sama gieometrja. Naprzykład walec kołowy ma krzywiznę zero, 
i część jego może być rozwinięta na część płaszczyzny, ale cały walec nie 
da się w ten sposób rozłożyć na całej płaszczyźnie. Gieometrja całko- 
wa na walcu różni się przeto od gieometrji płaszczyzny euklidesowej zu- 
pełnej. Istotnie, są na walcu linje gieodezyjne zamknięte (przecię- 
cia kołowe), a w ogólności dwie jego linje gieodezyjne (linje śrubo- 
we), spotykają się w liczbie nieskończenie wielkiej punktów, zamiast 
w dwuch. 

Różnice analogiczne wystąpią w ogólności między jedną z gieometrji 
metrycznych nieeuklidesowych, które mogą być oparte na podstawie po- 
stulatów, wyrażonych powyżej, a gieometrją odpowiedniej powierzchni 
o krzywiźnie stałej. 
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Jeśli postaramy się objąć, w znaczeniu całkowym, gieometrję na po- 
wierzchni o krzywiźnie stałej (np. na kuli lub na pseudosferze), wówczas 
zobaczymy, że w ogólności własności zasadnicze dziedziny odpowiednio 
ograniczonej (dziedziny normalnej), przestają istnieć, jak np. własność, do- 
tycząca wyznaczalność linji gieodezyjnej, przechodzącej przez dwa punkty. 
Fakt ten nie jest jednak następstwem koniecznym hipotez, na których się 
opiera, w znaczeniu powyższym, ogólna metryka nieeuklidesowa płaszczyz- 
ny. W rzeczy samej, jeżeli się zapytamy, czy jest logicznie możliwy układ 
gieometrji płaskiej, czyniący zadość warunkom a), b), c) i taki, przy któ- 
rym postulaty przystawania i postulat wyznaczalności linji prostej byłyby 
ważne na całej płaszczyźnie, to otrzymamy, oprócz zwykłego układu eu- 
klidesowego, dwa układy gieometryczne następujące: 

19) Układ Łobaczewskija i Bolyai'a, dawniej już napotka- 
ny, w którym przez jeden punkt przechodzą dwie równoległe do prostej. 

2°) Nowy układ (zwany riemannowskim) który odpowiada 
hipotezie kąta rozwartego u Saccheri'ego, i w którym proste równo- 
ległe nie istnieją. ] 

W tym ostatnim układzie prosta jest linją zamkniętą o długości skoń- 
czonej, wobec czego unika się sprzeczności, którąbyśmy napotkali, gdybyś- 
my uważali linję prostą za otwartą (nieskończoną), która to hipoteza za- 
wiera się w dowodzie twierdzenia Euklidesa o kącie zewnętrznym, 
a także w rozważaniach Saccheri ego. 

Możliwość logiczną układu riemannowskiego można wywnioskować, 
dając mu interpretację konkretną, którą się otrzymuje, tłumacząc zwykłe 
wyrażenia gieometrji wiązki*) podług następującego słownika: 


Wiązka: Płaszczyzna: 
prosta, punkt, 
płaszczyzna (pęk), prosta, 
kąt (dwuch prostych pęku **), odcinek, 
kąt dwuścienny (dwuch płaszczyzn kąt, 
pęku), 
kąt trójścienny. trójkąt. 


Twierdzenie, że suma kątów dwuściennych kąta trójściennego jest 


*) Przez wiązkę rozumiemy zbiór prostych i płaszczyzn, przechodzących 
przez jeden punkt. Gieometrja wiązki składa się ze zbioru zależności pomiędzy 
kątami płaskiemi, kątami dwuściennemi i t. d., utworzonemi przez figury wiązki. 

*'*) Należy zauważyć, że w gieometrji wiązki kąt dwuch prostych jest utwo- 
rzony przez połączenie dwuch kątów wierzchołkiem przeciwległych. Uwaga ana- 
logiczna dotyczy kątów dwuściennych i trójściennych. 
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większa od dwuch kątów prostych, wyrazimy więc mówiąc, że „suma 
kątów trójkąta jest większa od dwuch kątów prostych“. 

Rezultat ten zgadza się w zupełności z hipotezą kąta rozwar- 
tego: 

Należy dalej zaznaczyć, że na płaszczyźnie Riemanna wszystkie 
prostopadłe do tej samej prostej schodzą się w tym samym punkcie. 
Własność ta jest tłumaczeniem znanego twierdzenia gieometrji wiązki, na 
zasadzie którego wszystkie płaszczyzny wiązki, prostopadłe do płaszczyzny 
danej, przechodzą przez jedną prostą, mianowicie przez prostą, prosto- 
padłą do płaszczyzny danej. 

Jeżeli każdej prostej płaszczyzny Riemanna podporządkujemy 
punkt, w którym schodzą się prostopadłe do tej prostej, otrzymamy pod- 
porządkowanie, mające własności następujące: 

1°) Punkty odpowiadające prostym pęku leżą na jednej prostej. 

20) Tej prostej odpowiada wierzchołek pęku. 

Te dwie własności podporządkowania na płaszczyźnie są charakte- 
rystyczne dla biegunowości, badanych przez gieometrję rzutową: mo- 
żemy więc nadać podporządkowaniu, określonemu powyżej, miano bie- 
gunowości bezwzględnej płaszczyzny Riemanna. 

Biegunowość bezwzględna płaszczyzny Riemanna jest tłumacze- 
niem odpowiedniości, która powstaje w wiązce przez podporządkowanie 
każdej płaszczyźnie prostej prostopadłej, — czyli jest tłumaczeniem bie- 
gunowości prostokątnej wiązki. 


$ 18. O możliwości urzeczywistnienia w przestrzeni euklideso- 
wej powierzchni o krzywiźnie stałej, na której byłyby ważne w zu- 
pełności własności płaszczyzn nieeuklidesowych. Jakkolwiek, jak to 
już mówiliśmy, gieometrja powierzchni o krzywiźnie stałej (dodatniej lub 
ujemnej), wziętej z przestrzeni euklidesowej, nie odzwierciadla w ogólno- 
ści całej gieometrji nieeuklidesowej płaszczyzny Łobaczewskija lub 
Riemanna, można jednak zapytać, czy takie uzgodnienie może mieć 
miejsce dla jakiejś powierzchni szczególnej. 

Na to pytanie odpowiadamy: 

„19) Nie istnieje żadna powierzchnia regularna (anali- 
tyczna), na której gieometrja Łobaczewskija i Bolyai'a 
byłaby ważna w całej rozciągłości. (Twierdzenie Hilberta). 

20) Powierzchnia, na której byłaby ważna w całej roz- 
ciągłości gieometrja płaszczyzny riemannowskiej, ko- 
niecznie musiałaby być zamknięta. 

Jedyną powierzchnią regularną zamkniętą o krzy- 
wiżźnie stałej jest kula (Twierdzenie Liebman na). 
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Ale na kuli, na której dziedzinach normalnych jest ważna gieome- 
trja riemannowska, dwie proste spotykają się w dwuch punktach (prze- 
ciwległych). 

Wnosimy zatym: 

W przestrzeni zwykłej (euklidesowej) nie istnieje 
żadna powierzchnia, która w całej swej rozciągłości czy- 
niłaby w zupełności zadość własnościom płaszczyzn nie- 
euklidesowych. 

Należy zaznaczyć, że kula, wraz ze wszystkiemi powierzchniami 
o krzywiźnie stałej, czyni zadość postulatom przystawania nie tylko w dzie- 
dzinach normalnych, ale na całej powierzchni rozpatrywanej odrazu ja- 
ko całość. Fakt ten podsuwa nam sposób wysłowienia postulatów gieo- 
metrji płaskiej, który nie wyłącza a priori możliwości istnienia płaszczyz- 
ny ze wszystkiemi cechami kuli, nawet z cechą, dotyczącą punktów 
przeciwległych. 

Można w rzeczy samej żądać, ażeby na płaszczyźnie były urzeczy- 
wistnione: 

I. Postulaty a),b),c) w dziedzinach normalnych; 
Il. Postulaty przystawania na całej płaszczyźnie. 
Znależlibyśmy wówczas: 


Euklidesa. 
Łobaczewskija i Bo- 
trzy systemy gieometryczne lyai'a. 
z | Riemanna (typ eliptycz- 
ny), 


poprzednio napotkane, w których dwa punkty wyznaczają, bez wyjątku, 
linję prostą; 

inny system gieometryczny Riemanna- (typ kulisty), 
w którym dwie proste mają zawsze dwa punkty spólne. 

Płaszczyzna, która odpowiada temu ostatniemu układowi, w przeci- 
wieństwie do dwuch innych płaszczyzn nieeuklidesowych, może być w zu- 
pełności przedstawiona na powierzchni o krzywiźnie stałej w przestrzeni 
zwykłej, a mianowicie na powierzchni kuli. 


$ 19. Podstawy gieometrji przestrzeni podług Riemanna. Zwra- 
cając się teraz do przestrzeni, wyjdziemy z zasady filozoficznej, że cho- 
ciaż za pomocą hipotez nadajemy postulatom ścisłe znaczenie, to jednak 
te postulaty wyrażają prawdy o charakterze doświadczalnym, sprąwdzal- 
nym, tylko w dziedzinie ograniczonej, i przyjmiemy, że na podstawie 
wzmiankowanych postulatów punkty przestrzeni są przedstawione przez 
trzy spółrzędne z, 2, Ty 
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Przy takim przedstawieniu (analitycznym) każda linja odpowiadać 
będzie trzem równaniom parametrycznym 


c=f,(L), 12=/f7(0), £;=f;(t) ; 


i wtedy będziemy mogli zadać sobie wynalezienie pewnej funkcji s para- 
metru ł, wyrażającej długość łuku krzywej. 

Jeżeli istnieje własność rozdzielności, dzięki której długość łuku jest 
równa sumie długości części, na które jak to można sobie wyobrazić, łuk 
został podzielony, to funkcja taka będzie w zupełności wyznaczona, jeżeli 
się zna element odległości ds dwuch punktów nieskończenie bliskich, ma- 
jącychspółrzędne 

By, X, Ce; Li Faly Lat dEr titat. 


Hipotezom dość ogólnym, z których wychodzi Riemann, można 
uczynić zadość w sposób najprostszy, jeżeli się przyjmie jako wyrażenie 
na kwadrat elementu odległości formę kwadratową, zawsze dodatnią, 
w różniczkach zmiennych, jeżeli się więc założy 

ds*=Zaydax;dzy , 
gdzie az są funkcjami zmiennych 4%, Xo, Xz. 

Przyjmując teraz zasadę możliwości nakładania figur jednych na 
drugie, możnaby dowieść, że funkcje a, powinny być takiego rodzaju, 
który pozwala, ażeby w następstwie odpowiedniej zmiany układu spół- 
rzędnych ds? przyjęło postać 

- 
dzy? +dx, + dac? 


C 
1+ 4 (2147-13? -- 075) 


ds? = 


w której stała C jest tym, co Riemann, rozszerzając pojęcie gaus- 
sowskie, nazywa odpowiednio krzywizną przestrzeni). 

Stosownie do tego, czy © jest większe, równe lub mniejsze od zera, 
mamy przestrzeń o krzywiźnie stałej dodatniej, przestrzeń o krzywiźnie 
zero, przestrzeń o krzywiźnie stałej ujemnej. 

Uczyńmy krok dalszy, rozszerzając na całą prze teść zasadę możli- 
wości nakładania (ruchów) oraz postulatu, podług którego linja prosta 
jest wyznaczona, bez wyjątku, przez dwa punkty: znajdziemy tedy trzy for- 
my przestrzeni, czyli trzy gieometrje, logicznie możliwe, i dające się uzgod- 
nić z danemi, z których wyszliśmy. 


*) Por. F. Schur, Uber Räume constanten Kriimmungsmasses, Math. Ann. 
GE 
27.1 28, 
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Pierwsza z tych gieometrji (gieometrja eliptyczna), odpowia- 
dająca krzywiźnie dodatniej, charakteryzuje się faktem, że w każdej pła- 
szczyźnie prawdziwy jest układ Riemanna, wskutek czego przestrzeń 
o krzywiźnie dodatniej będzie ograniczona i skończona we wszystkich kie- 
runkach; druga, odpowiadająca krzywiźnie zero, jest to zwykła gieometrja 
Euklidesa (gieometrja paraboliczna); przy trzeciej wreszcie, 
która odpowiada wartości ujemnej krzywizny (gieometrja hiperbo- 
liczna), ma miejsce na każdej płaszczyźnie układ Łobaczewskija 
i Bolyai'a. 

$ 20. Prace H. Helmholtza i badania S. Liego. H. Helmholtz 
(1821—1894) w niektórych pracach o charakterze matematycznym i filo- 
zoficznym zajmował się także zagadnieniem, dotyczącym podstaw gieo- 
metrji. Zamiast przyjmować a priori formę 


2 . U 
ds? = Zayda;dz; , 


jako wyrażenie elementu odległości, Helmholtz okazał, że to wyraże- 
nie, pod postacią podaną przez Riemann a dla przestrzeni o krzywiźnie 
stałej, jest jedynie możliwe, jeżeli do hipotez Riemanna dołącza się od 
samego początku hipotezę, dotyczącą możliwości nakładania figur, w spo- 
sób zgodny z ruchem ciał sztywnych. 

Zagadnienie Riemanna i Helmholtza było poddane głębokiej 
krytyce przez S. Liego (1842—1899), który wychodzi z idei zasadniczej, 
zawartej w badaniach Helmholtza, a wysuniętej później przez Klei- 
na, że istnienie dwuch figur przystających oznacza moż- 
liwość przekształcenia jednej na drugą zapomocą pewne- 
go przekształcenia punktowego przestrzeni, i że własno- 
ści, przez które przystawanie przyjmuje postać logiczną 
równości, są zawarte w fakcie, że ruchy tworzą grupę 
przekształceń. 

Wobec tego Lie nadał zagadnieniu Riemanna i Helmholtza 
postać następującą: 

Oznaczyć wszystkie grupy ciągłe przestrzeni, które 
w dziedzinie ograniczonej mają własności ruchów. 

Ustaliwszy w odpowiedni sposób takie własności, ze względu na po- 
jęcie ruchu swobodnego elementów linjowych i powierzchniowych, 
wychodzących z jednego punktu, znajdujemy trzy typy grup, które 
charakteryzują trzy gieometrje: Euklidesa, Łobaczewskija, Bo- 
lyai'a i Riemanna. 
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B) Kierunek rzutowy. 


$ 21. Podporządkowanie gieometrji euklidesowej względem rzu- 
towej. Wreszcie gieometrja rzutowa jest również w pięknym związ- 
ku z trzema systemami gieometrycznemi Łobaczewskija-Bo- 
lyai'a, Riemanna i Euklidesa. 

Ażeby dać pojęcie jeszcze o tym ostatnim sposobie postępowania, 
przypominamy, że gieometrja rzutowa podług systemu C. G. Staudta 
(1798 — 1867) opiera się wyłącznie na pojęciach graficznych, do- 
tyczących punktów, prostych, płaszczyzn, i usuwa zasadniczo wszelkie po- 
mysły przystawania i ruchu (a zatym miary i t. d.). Z tego po- 
wodu gieometrja rzutowa, odrzucająca pewną grupę postulatów, obejmo- 
wać musi mniejszą ilość własności ogólnych. Są to (o ile stosują się 
do figur płaskich) własności (rzutowe),-które nie zmieniają się przez 
rzuty i przecięcia. 

Pomimo to, ustaliwszy w przestrzeni gieometrję rzutową, można 
wprowadzić do jejorganizmu pojęcia miarowe, jako za- 
leżności od pewnych szczególnych utworów (miarowych). 
 Ograniczając się do przypadku płaszczyzny (euklidesowej), zobaczymy, ja- 
kim interpretacjom graficznym mogą podlegać zasadnicze pojęcia 
miarowe równoległości i prostopadłości. 

Pożytecznie jest w tym celu wziąć pod szczególną uwagę prostą 
w nieskończoności płaszczyzny i na tej prostej inwolucję bez- 
względną, wyznaczoną przez pary promieni prostopadłych jednego 
pęku. Punkty podwójne takiej inwolucji, urojone sprzężone, nazywają się 
punktami kołowemi ze względu na własność należenia do wszyst- 
kich kół płaszczyzny (Poncelet). 

Ustaliwszy to, możemy określić graficznie równoległość dwuch 
prostych jako własność spotykania się w jednym punkcie 
prostej w nieskończoności; prostopadłość dwuch prostych 
wyrazi się graficznie przez własność ich punktów w nieskoń- 
czoności, wskutek której dwie takie proste są sprzężone 
w inwolucji bezwzględnej, czyli że rozdzielają harmo- 
nicznie punkty kołowe (Chasles). 

Inne własności miarowe, dające się wyrazić graficznie, są te, które 
się zawierają w wielkościach kątowych, ponieważ każda zależność 


F(xA, xB, ZC, «.)=D 
między kątami x4, xB, xC, .. może być zastąpiona przez inną 


RE logb logc 


a ag jb, 
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gdzie a,b,c są stosunkami podwójnego podziału ramion kątów z proste- 
mi (urojonemi), rzucającemi z ich wierzchołków punkty kołowe płasz- 
czyzny (Laguerre). 

Ogólniej dowodzi się, że przystawanie dwuch jakichkolwiek figur 
płaskich da się wyrazić jako zależność graficzna tych figur względem pro- 
stej w nieskończoności i inwolucji bezwzględnej. A ponieważ przystawa- 
nie jest podstawą wszystkich własności miarowych, przeto prosta w nie- 
skończoności i inwolucja bezwzględna pozwolą podporządkować gieome- 
trji rzutowej wszystkie własności gieometrji miarowej. Własności 
miarowe przedstawiają się więc w gieometrji rzutowej 
nie jako własności graficzne figur, rozpatrywanych sa- 
me w sobie, ale jako własności graficzne ze względu na 
utwory miarowe podstawowe, złożone z prostej w nie- 
skończonościiz inwolucji bezwzględnej. 

Układ tworów miarowych podstawowych oznacza się krótko przez 
absolut płaszczyzny (Cayley). 

To, co powiedzieliśmy o płaszczyźnie, rozszerza się naturalnym spo- 
sobem na przestrzeń. W przestrzeni twory miarowe podstawowe, pozwa- 
lające podporządkować własności miarowe graficznym, są: płaszczyz- 
naw nieskończonościipewnabiegunowość(biegunowość 
bezwzględna) na tej płaszczyźnie, wycięta przez biegunowość prosto- 
padłą wiązki, która każdej prostej podporządkowuje płaszczyznę prosto- 
padłą. Podstawowym przecięciem stożkowym tej biegunowości jest koło 
w nieskończoności, spólne wszystkim kulom. 


$ 22. Podporządkowanie gieometrji nieeuklidesowych gieometrji 
rzutowej. Wyłaniają się teraz same przez się te dwa pytania: 

1) Czy przy hipotezach nieeuklidesowych jest moż- 
liwe ustalenie gieometrji rzutowej? 

2°) Czy, jeżeli możliwość takiego ustalenia istnieje, 
własności miarowe mogą być, jakw przypadku euklide- 
sowym, podporządkowane rzutowym? 


Odpowiedź na oba pytania jest twierdząca. 

Jeżeli w przestrzeni jest ważny system Riemanna, wtedy ustalenie 
gieometrji rzutowej nie przedstawia żadnej trudności, wskutek tego faktu, 
że sprawdzają się same przez się własności graficzne, które stanowią pod- 
sławę zwykłej gieometrji rzutowej, po wprowadzeniu elementów niewła- 
ściwych. Jeżeli w przestrzeni jest ważny system Łobaczewskija 
i Bolyai'a, wówczas można także ustalić gieometrję rzutową, wprowa- 
dzając, przez odpowiednie umowy, punkty, proste i płaszczyzny 
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niewłaściwe (lub idealne*) posiłkując się tym samym kryterjum, 
którym się zwykle kierujemy w przypadku euklidesowym, ażeby uzupeł- 
nić przestrzeń elementami w nieskończoności. Wystarczy w tym celu, 
obok wiązki właściwej [zbioru prostych, przechodzących przez jeden 
punkt], rozpatrywać dwie wiązki niewłaściwe, z których jedna 
jest utworzona przez wszystkie proste równoległe do prostej danej w tym 
samym zwrocie, druga przez wszystkie prostopadłe do płaszczyzny danej, 
i wprowadzić punkty niewłaściwe, uważane jako wierzchołki tych 
wiązek. 

Punkty niewłaściwe, należące do jednej płaszczyzny, nie mogą być 
w tym przypadku, jak w euklidesowym, zaliczone do jednej prostej (pro- 
stej w nieskończoności), ale raczej tworzą całą dziedzinę, oddzie- 
loną od dziedziny punktów prawdziwych (punktów właściwych) prze- 
cięciem stożkowym (stożkowa graniczna, albo stożkowa w nie- 
skończoności). Ta stożkowa jest miejscem punktów niewłaściwych, 
wyznaczonych przez proste równoległe płaszczyzny. W przestrzeni punkty 
niewłaściwe są oddzielone od punktów właściwych przez kwadrykę 
nieprostolinjową (kwadryka graniczna albo kwadryka w nie- 
skończoności), która jest miejscem punktów niewłaściwych, będą- 
cych punktami przecięcia prostych równoległych. 

Ustaliwszy prawdziwość gieometrji rzutowej przy hipotezach nieeu- 
klidesowych [Klein] *), ażeby otrzymać podporządkowanie pomiędzy gieo- 
metrją miarową a rzutową, wystarczy rozpatrywać, jak w przypadku eu- 
klidesowym, twory miarowe podstawowe (bezwzględne) 
i interpretować własności miarowe figur jako ich zależności graficzne od 
tych tworów. 

Na płaszczyźnie Łobaczewskija i Bolyai'a tworem miarowym 
podstawowym jest stożkowa graniczna, oddzielająca dziedzinę punktów 
właściwych od dziedziny punktów niewłaściwych; na płaszczyźnie Rie- 
manna jest nim stożkowa urojona, określona przez bieguno- 
wość bezwzględną płaszczyzny (por. str. 250). Tak w jednym jak 
i w drugim przypadku własnościami metrycznemi figur są 


*) Wprowadzenie elementów idealnych jest możliwe bez jakiegokolwiek 
pewnika o równoległych. Por. Schur, Grundlagen der Geometrie. Leipzig 1909. 
[Wyd. niem.]|. 

**) Zagadnienie niezależności gieometrji rzutowej od teorji równoległych 
było krótko poruszone przez Kleina w jego pierwszej publikacji „Ueber die so- 
genannte nichteuklidische Geometrie“, Math. Ann. IV, str. 573—625 (1871). Pełniejsze 
rozwinięcie zagadnienia można znaleźć w drugiej publikacji Kleina o tym sa- 
mym przedmiocie; Math. Ann. VI, str. 112—145 (1873). 
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wszystkie te własności graficzne, które pozostają bez 
zmiany przy przekształceniach rzutowych*), pozosta- 
wiających twór bezwzględny bez zmiany. 

Te przekształcenia rzutowe stanowią co$ ruchów płaszczyzny 
nieeuklidesowej. 


W przypadku euklidesowym powyższe przekształcenia (które nie 
zmieniają tworu bezwzględnego) stanowią co* podobieństw, między któ- 
remi, w szczególności, mieści się œo ruchów. 

W przestrzeni podporządkowanie pomiędzy gieometrją miarową i rzu- 
tową dokonywa się za pomocą kwadryki granicznej (twór bezwzględ- 
ny przestrzeni). Jeżeli ta kwadryka jest rzeczywista, otrzymuje się 
gieometrję Łobaczewskija—Bolyai'a, jeżeli jest urojona, otrzymuje 
się gieometrję Riemanna (typ eliptyczny). 

Własności miarowe figur są to przeto własności graficzne przestrzeni 
ze względu na jej twór bezwzględny, czyli własności graficzne, 
które pozostają bez zmiany przy wszystkich przekształ- 
ceniach rzutowych, pozostawiających bez zmiany twór 
bezwzględny przestrzeni. 

Jak wyrażają się, w zależności od tworu bezwzględnego, pojęcia od- 
ległości i kąta? 

Wprowadzając na płaszczyźnie rzutowej jakikolwiek układ spółrzęd- 
nych jednorodnych («;, £a, x), co pozwala przedstawić prostą za pomocą 
równań linjowych, równanie kwadryki bezwzględnej otrzymamy pod po- 
stacią taką: 


Ora=Lay 140, >0 . 


Wtedy odległość dwuch punktów, (x115), (Y14939) wyrazi się (po- 
minąwszy mnożnik stały) przez logarytm dwustosunku grupy, 
którą one tworzą z punktami M, N, będącemi przecięcia- 
mitworu bezwzględnego z prostą, łączącą te punkty. 

Przyjmując dalej 

Qzy = Lay Xi Yi 


i pamiętając z gieometrji analitycznej, że dwustosunek czterech punktów 
X, Y, M, N jest dany przez wyrażenie 


*) Wiadomo, że przekształceniami rzutowemi nazywa się te 
przekształcenia, które podporządkowują punktowi punkt, prostej prostą, punktowi 
i prostej, należącym do siebie, punkt i prostą, które do siebie należą. 


Zagadnienia gieom. 17 
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Rzy m 4 Qay 718 Bra dy 
Qoy Te Vè, = Qoz dy 


7 


dostaniemy dla odległości Dx, wyrażenie: 


Da = a log Qoy IE Va, — o, zz Quy 


E A 


albo też, wprowadzając funkcje odwrotne kołowym oraz funkcje hiper- 
boliczne *): 


? 


Qiy 
Dzy = ik arc cos „EZ= =k arc Ch 
4 Qarz Qyy Vo Qy 
Va Ro OE Ve 2 
Da ik arc:sm | za yy — Bzy _ k arc Sh — Dzy — Cre dw ) 
dza Qyy "Z Qoe dzy 


Wielkość stała k, występująca w tych wzorach, jest związana z krzy- 
wizną Riemanna zależnością następującą: 


1 
(=— rak 

Do interpretacji rzutowej kąta dwuch prostych służą roztrzą- 
sania analogiczne. Kąt dwuch prostych, pominąwszy dzielnik stały 
2i, jest logarytmem dwustosunku grupy, którą te dwie 
proste tworzą ze stycznemi do stożkowej, poprowadzo- 
nemi przez ich punkt przecięcia. 

Ażeby kąt ten wyrazić analitycznie, należy przyjąć za punkt wyj- 
ścia równanie stożkowej w spółrzędnych linjowych. Jeżeli oznaczymy 


*) Zależności pomiędzy funkcjami kołowemi i funkcją logarytmiczną są za- 
warte w następujących tożsamościach: 


_ [loga] _ al. loga 
m [gej ss [= 


Podobnie dla funkcji hiperbolicznych: 


o loga szal. sh [ loga a—1 
á aae 2 TAE 
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przez bę; odwrotności elementów a, w wyróżniku funkcji az, wtedy rów- 
nanie tworu bezwzględnego w spółrzędnych linjowych będzie: 
W, = Zby u; 14 =0 . 

Kąt dwuch prostych (u, u u,), (V; V} V) wyrazi się wówczas za po- 
mocą wzoru > 
p „2 p 
Zk. We g ea 


wey Wo — Toi Ts 


Wyp => log 


2i 


albo też: 
Puo W 
Wys FAKE COS === arc Ch ==: ; 
PW W, Jw Ye 
Vw. T SĘ i W V w? e W wS 
y m= are SIN m AE: WÓZ ZZ 
Vw. w, Vw. W» 


Wyrażenie analogiczne służy dla odległości dwuch punktów oraz 
dla kąta między dwiema płaszczyznami w gieometrji przestrzeni: wystar- 
czy przyjąć, że we wzorach powyższych 

Qoz =0 ; L1 ae = 


przedstawiają równania (punktowe lub stycznościowe) tworu bezwzględ- 
nego przestrzeni, nie płaszczyzny. Ponieważ Qs =0 jest równanie kwa- 
dryki rzeczywistej o punktach eliptycznych albo kwadryki urojonej, 
przeto wzory powyższe stosują się do gieometrji Łobaczewskija-Bo- 
lyai’a albo do gieometrji Riemanna. 

Zauważmy jeszcze, że przypadek euklidesowy można nawiązać do 
poprzednich, rozpatrując go jako przypadek graniczny, odpowiadający 
rozpadnięciu się kwadryki bezwzględnej (uważanej za obwiednią). Wów- 
czas wyrażenie odległości traci wszelkie znaczenie, gdyż punkty M, N, 
w których prosta, łącząca punkty X i Y spotyka twór bezwzględny, zbie- 
gają się z sobą. Można jednak za pomocą odpowiedniego przejścia do 
granicy i dogodnego wyboru stałego mnożnika zastosować ten 
wzór i do przedstawienia odległości w przypadku parabolicznym. 

Niema potrzeby czynić podobnych rozważań dla kąta dwuch pro- 
stych albo dwuch płaszczyzn wobec tego, że wzory ogólne zachowują 
swoje znaczenie jeszcze przy przejściu do granicy; możnaby też było łat- 
wo zobaczyć, jak te wzory za pomocą prostego przekształeenia spółrzęd- 
nych sprowadzają się do tych, które Laguerre wyprowadził w przy- 
padku euklidesowym. 
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Uwaga. Własności figur płaskich ze względu na stożkową i włas- 
ności figur przestrzennych ze względu na kwadrykę, stanowią razem 
wzięte metrykę rzutową. Metryka rzutowa była badana przez Cay- 
ley'a (1821—1895) niezależnie od jej związków z gieometrją nieeuklide- 
sową *), które to związki zostały w kilka lat później odkryte i wyjaśnione 
przez Kleina**). Kleinowi zawdzięczamy również nomenklaturę me- 
tryczno -rzutową, bardzo rozpowszechnioną. Nazywa on gieometrją 
hiperboliczną gieometrję Cayley'a ze względu na twór bezwzględny 
rzeczywisty, nie rozpadający się; gieometrją eliptyczną—gieometrję 
względem tworu bezwzględnego urojonego, nie rozpadającego się; gieo- 
metrja paraboliczna jest przypadkiem granicznym dwuch poprzed- 
nich, przy tworze bezwzględnym rozpadającym się, uważanym jako miej- 
sce punktów. Będziemy więc mogli w dalszym ciągu używać tej nomen- 
klatury do oznaczania układów gieometrycznych Łobaczewskija— 
Bolyai'a, Riemanna i Euklidesa. 


$ 23. Przedstawienie gieometrji Łobaczewskija i Bolyai'a na 
płaszczyźnie euklidesowej. W związku z interpretacją rzutową metryk 
nieeuklidesowych, o której wyżej mówiliśmy, można dać ciekawe odwzo- 
rowanie gieometrji hiperbolicznej. Ażeby je otrzymać, wyznaczmy na 
płaszczyźnie przecięcie stożkowe rzeczywiste, nie rozpadające się, np. koło, 
i ze względu na to koło, przyjmijmy określenia następujące: 


Płaszczyzna = zbiór punktów, leżących wewnątrz koła. 
Punkt = punkt leżący wewnątrz koła. 
Prosta = cięciwa koła. 


Można wtedy sprawdzić bezpośrednio, że postulaty, dotyczące wy- 
znaczenia prostej, a także własności odcinkowych i kątowych, Humaczą 
się na twierdzenia, które pozostają prawdziwe i wtedy, kiedy przyj- 
miemy powyższe znaczenie wyrazów. 

Ale w rozwoju stopniowym gieometrji przybywają do wymienionych 
postulatów postulaty przystawania, zawarte w następującej zasadzie 
ruchu: 

Jeżeli są dane na płaszczyźnie dwa punkty .4,A,i przez 
nie proste odpowiednie a,a, wtedy istnieją cztery sposo- 
by nałożenia płaszczyzny na siebie samą tak, że A i-a 
upadną odpowiedńio na 4 ia. Dokładniej, jeden ze sposobów 


*) Por. „Sixth Memoir upon Quantics*, Phil. Transactions, CXLIX, str. 61—90 
(1859), lub: „Math. Papers*, t. 2-gi, str. 561—592. 

**) Por. „Ueber die sogenannte nichteuklidische Geometrie“, Math. Ann. IN, 
str. 573—625 (1871). 
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nałożenia staje się oznaczony, jeżeli się ustali odpowiedniość między jed- 
nym z promieni prostej a i jednym z promieni prostej a', między jedną 
stroną płaszczyzny ze względu na a i jedną stroną płaszczyzny ze wzglę- 
du na a'. 

Z tych czterech ruchów dwa są przystawaniami prostemi, 
dwa przystawaniami odwrotnemi. 

Jeżeli przyjąć poprzednią interpretację elementów: punkt, prosta 
i płaszczyzna, wówczas zasada tutaj wyrażona przetłumaczy się na 
następujące twierdzenie, znane dobrze w gieometrji rzutowej: 

Jeżeli jest dane na płaszczyżnie przecięcie stożko-. 
we (np. koło) i wyznaczone dwa punkty wewnętrzne 4,4' 
oraz przez te punkty odpowiednio dwie cięciwy a,a, wów- 
czas istnieją cztery przekształcenia rzutowe płaszezyz- 
ny, przy których wnętrze przecięcia stożkowego prze- 
kształca się na siebie samo,i przy których Aia odpo- 
wiadają A ia. Do ustalenia jednego z nich wystarczy żądanie, 
ażeby dany koniec cięciwy a odpowiadał danemu końcowi cięciwy a 
i żeby oznaczonej stronie płaszczyzny, ze względu na a, odpowiadała 
oznaczona strona płaszczyzny ze względu na a. Z tych czterech prze- 
kształceń dwa wyznaczają na stożkowej zależności rzutowe o zwrotach 
jednakowych, dwa inne—zależności rzutowe o zwrotach przeciwnych. 

Powtarzając określenia przyjęte wyżej względem koła danego na 
płaszczyźnie, możemy je teraz uzupełnić w taki sposób: 


Płaszczyzna = obszar punktów leżących wewnątrz koła. 

Punkt = punkt leżący wewnątrz koła. 

Prosta = cięciwa koła. 

Ruchy = przekształcenia rzutowe płaszczyzny, przy których ob- 
szar punktów wewnętrznych koła zamienia się sam na siebie. 

Obroty = przekształcenia homologiczne koła. 


Figury przystające = figury dające się przekształcić jedna 
„na drugą za pomocą jednego z omówionych wyżej prze- 
kształceń. 

Rozważania powyższe pozwalają odrazu upewnić się, że wszystkie 
twierdzenia gieometrji elementarnej płaskiej, związane z pojęciami pro- 
stej, kąta, przystawania, mogą być przetłumaczone w sposób odpowiedni 
jako własności, dotyczące układu punktów wewnętrznych koła, który to 
układ oznaczamy przez [5]. 

Zobaczmy jeszcze, jak w metryce, którą, podług umowy, ustaliliśmy 
dla wnętrza koła, może być wyrażona odległość dwuch punktów. 

W tym celu wprowadźmy układ spółrzędnych prostokątnych (x, y), 
mających początek w środku koła. Odległość dwuch punktów A(x, y), 
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B(x,y) (w płaszczyźnie, którą otrzymaliśmy przez naszą umowę), nie 
może być przedstawiona przez zwykły wzór 
Gr" FUY” , 

gdyż nie pozostawałaby bez zmiany przy przekształceniach rzutowych, 
które wyżej nazwaliśmy ruchami; będzie to raczej taka funkcja ich spół- 
rzędnych, która pozostaje niezmienna przy wszystkich ruchach i która 
dla wszystkich punktów linji prostej ma własność rozdzielności, dającą 
się wyrazić wzorem. 


odległość (AB) = odległości (AC) + odległość (CB) . 


Otóż funkcją spółrzędnych x,y, x’, y’ punktów 4 i B, pozostającą 
niezmienną wobec ruchów (t. j. przekształceń rzutowych, pozostawiających 
koło graniczne bez zmiany), jest dwustosunek czterech punktów 4, B, M, N 
gdzie M, N są końcami cięciwy AB. Wyrażeniem najogólniejszym, które, 
mu żądana własność niezmiennicza przysługuje, jest funkcja dowolna 
tego dwustosunku. 

Żądając jeszcze, ażeby owa funkcja miała własność rozdzielności 
w znaczeniu wyżej wskazanym, trzeba ją przyjąć—pominąwszy spółczyn- 


nik proporcjonalności — równą logarytmowi dwustosunku (4BMN) = 
_ AM AN Bedzi , ieli: 
= zm py: Bediemy więc mieli: 

odległość (AB) =5 log (ABMN) . 


Analogicznie postępuje się w celu znalezienia wielkości kąta dwuch pro- 
stych. W tym przypadku należy zauważyć, że chcąc, ażeby kąt prosty 
T 
9? 
W ten sposób dostaniemy: 


był wyrażony przez trzeba przyjąć za mnożnik stały logarytmu A 


kąt (ab) = >, log (abmn) , A 


gdzie przez m i n są oznaczone styczne (urojone sprzężone), poprowa- 
dzone do koła z wierzchołka kąta, (abmn) jest to dwustosunek prostych 
a, b, m, n, który się wyraża analitycznie przez 

sin (am) sin (an) 

sin (bm) sin (bn) ` 


Powołując się na to, cośmy poprzednio mówili o podporządkowaniu 
gieometrji metrycznej nieeuklidesowej względem gieometrji rzutowej, wi- 
dzimy, że powyższe wzory, dotyczące odległości i kąta są równo- 
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znaczne z wzorami, które mielibyśmy na płaszczyźnie nieeuklidesowej, 
gdyby przecięciem stożkowym granicznym było koło podstawowe układu 
[S]. To wystarcza do wyprowadzenia wniosku, że gieometrja układu [S] 
daje przedstawienie konkretne gieometrji Łobaczewskija—Bolyai a. 

Jasnym jest dalej, że możnaby było ustalić interpretację analogiczną 
również i dla stereometrji nieeuklidesowej, obierając w przestrzeni zwy- 
kłej kulę i wprowadzając, ze względu na tę kulę, układ określeń analo- 
giczny do układu omówionego wyżej. 

Co się tyczy gieometrji eliptycznej, to otrzymamy dla niej przedsta- 
wienie konkretne, podstawiając zamiast kuli rzeczywistej kulę urojoną. 
Należałoby wtedy uważać za punkty przestrzeni eliptycznej nietylko 
punkty (właściwe) przestrzeni zwykłej, ale również punkty (niewłaściwe) 
płaszczyzny w nieskończoności, jak to czynimy w gieometrji rzutowej. 


$ 24. Oparcie gieometrji na pojęciach graficznych. Pojęcia, wy- 
łożone w paragrafach poprzedzających, doprowadzają do nowego ukła- 
du, w którym za podstawę gieometrji uważamy raczej własności gra- 
ficzne (Klein), aniżeli własności przystawania i ruchu, któremi po- 
sługiwali się Riemann i Helmholtz. Trzeba zaznaczyć, że nie 
chcąc od samego początku wprowadzać żadnej hipotezy o przecięciu się 
prostych, leżących na tej samej płaszczyźnie, wypada za punkt wyjścia 
obrać dogodny układ postulatów, prawdziwych w dziedzinie ogra- 
niezonej przestrzeni, i uzupełniać stopniowo dziedzinę początkową za 
pomocą punktów, prostych i płaszczyzn niewłaściwych. 


Rozwinąwszy gieometrję rzutową, można wprowadzić do przestrzeni 
własności miarowe, dołączając do postulatów początkowych te postulaty, 
które charakteryzują ruchy albo przystawanie. Tak postępując, znajduje 
się w przestrzeni pewną biegunowość (nie zerową), przy której każdej 
płaszczyźnie odpowiada punkt (właściwy lub niewłaściwy), spólny wszyst- 
kim prostym do niej prostopadłym, i która przekształca się na samą sie- 
bie przy wszystkich ruchach. Okazuje się dalej, że kwadryka podstawowa 
tej biegunowości nie może być inna jak: 

a) kwadryka rzeczywista nieprostolinjowa; 

b) kwadryka urojona (o równaniu rzeczywistym); 

c) kwadryka rozpadająca się jako obwiednia. 

Znajdujemy więc, również i na tej drodze, trzy układy gieo- 
metryczne, które otrzymali Riemann i Helmholtz, biorąc za 
punkt wyjścia pojęcie elementu odległości. 


$ 25. O niemożliwości dowiedzenia postulatu Euklidesa. Zanim 
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zakończymy ten wykład historyczny, uważamy za pożyteczne powiedzieć 
kilka słów o niemożliwości dowiedzenia postulatu Euklidesa. 

Sam fakt, że niezliczone usiłowania dowiedzenia nie doprowadziły 
do oczekiwanego rezultatu, może zrodzić wątpliwość, czy dowiedze- 
nie postulatu jest możliwe, gdyż instynkt gieometryczny zdaje się 
przekonywać nas, że twierdzenie tak proste, jeżeli jest możliwe do do- 
wiedzenia, musiałoby się dać dowieść drogą rozważań również prostych. 

Ale takie rozważania nie mogą być w żaden sposób brane w ra- 
chubę jako stwierdzenie niemożliwości dowodu, o której mowa. 

Odrzucając postulat Euklidesa, i idąc za wywodami Gaussa, 
Łobaczewskija i Bolyai'a, budujemy układ gieometryczny, w któ- 
rym nie spotyka się sprzeczności logicznych i który przez to właśnie 
zdaje się stwierdzać możliwość logiczną hipotezy nieeuklidesowej; znaczy to, 
że postulat Euklidesa jest niezależny od pierwszych podstaw gieome- 
trji, a tym samym, że nie da się dowieść. Jednakże fakt, że „nie napot- 
kano sprzeczności* nie wystarcza do upewnienia się o tym; należy mieć 
pewność, że przy dalszym rozwinięciu tych wywodów „sprzeczności takie 
nigdy nie mogą być napotkane*. To przekonanie można osiągnąć sposo- 
bem niezawodnym przez rozpatrywanie wzorów trygonometrji nieeukli- 
desowej. W rzeczy samej, jeżeli zwrócimy się do układu wszystkich trójek 
liczb (x, y, z), i umówimy się, że każdą trójkę rozpatrywać będziemy jako 
punkt analityczny, wtedy możemy określić odległość dwuch 
punktów analitycznych, opierając się na wzorach wzmiankowanej wyżej 
trygonometrji nieeuklidesowej. Utworzymy w ten sposób układ analitycz- 
ny, który, dając umówioną interpretację gieometrji nieeuklidesowej, do- 
wodzi jej możliwości logicznej. 

W tym znaczeniu wzory trygonometrji nieeuklide- 
sowej Łobaczewskija—Bolyai'a dostarczają dowodu nie- 
zależności postulatu Euklidesa od pierwszych podstaw 
gieometrji (dotyczących prostej, płaszczyzny i przystawania, por. art. 
2, 3, 4). 

Można poszukiwać dowodu gieometrycznego tej niezależno- 
ści, nawiązując rzecz do dalszych wywodów, o których uczyniliśmy 
wzmiankę. Przyjmijmy więc gieometrję euklidesową, jako logicznie moż- 
liwą. 

Wtedy interpretacja, którą gieometrja płaska nieeuklidesowa i hiper- 
boliczna otrzymuje w gieometrji na powierzchniach o krzywiźnie ujem- 
nej stałej, daje do pewnego stopnia pierwsze potwierdzenie nie- 
możliwości dowodu postulatu euklidesowego. Dokładnie ustala się tym 
sposobem, że „postulatu tego nie można dowieść, opierając się na pierw- 
szych podstawach gieometrji, mających znaczenie w dziedzinie ograni- 


http://rcin.org.pl 


— 265 — 


czonej płaszczyzny*. W rzeczy samej, każda sprzeczność logiczna, która 
wypływałaby z hipotezy przeciwnej, mogłaby być interpretowana jako 
sprzeczność w gieometrji na powierzchni o krzywiźnie ujemnej stałej. 

Jednak, ponieważ zgodność pomiędzy płaszczyzną hiperboliczną a po- 
wierzchnią o krzywiźnie stałej ujemnej istnieje, jak mówiliśmy, jedynie 
w dziedzinach ograniczonych, nie jest więc wykluczone, że po- 
stulat Euklidesa mógłby być dowiedziony na płaszczyźnie zu- 
pełnej. Ażeby usunąć tę wątpliwość, wypadałoby odwołać się do roz- 
maitości oderwanych o krzywiźnie stałej, ponieważ w przestrzeni zwy- 
kłej niema powierzchni konkretnych, dla których gieometrja hiperbolicz- 
na byłaby w całości ważna. 

Ale i potym jeszcze niemożliwość dowiedzenia postulatu _„euklideso- 
wego byłaby stwierdzona jedynie dla gieometrji płaskiej. Pozo- 
stawałaby więc do rozpatrzenia możliwość dowiedzenia postulatu za po- 
mocą rozważań stereometrycznych. 

Założenie podstaw gieometrji stosownie do zapatrywań Riemanna 
(rozszerzających pojęcia gieometrji na powierzchni na dziedzinę o trzech 
wymiarach) dostarcza zupełnego dowodu niemożliwości dowiedzenia po- 
stulatu; dowód ten opiera się na istnieniu układu analitycznego 
nieeuklidesowego. Mamy tu więc do czynienia z innym dowo- 
dem analitycznym. To samo można powiedzieć o wywodach Helm hol- 
tza i Liego; ale otych ostatnich można również powiedzieć, że dostar- 
czają także dowodu gieometrycznego, wypływającego z istnienia grup 
przekształceń przestrzeni euklidesowej, podobnych do 
grup ruchów gieometrji nieeuklidesowej. Jednakże trzeba 
tu mieć na uwadze rozpatrywanie gieometrji w jej całej rozciągłości. 

Prostsze i gieometrycznie wyraźniejsze jest stwierdzenie nie- 
możliwości dowiedzenia postulatu Euklidesa, wyprowadzo- 
ne z przedstawienia gieometrji nieeuklidesowej za pomocą metryki, usta- 
lonej ze względu na koło i kulę, o czym obszernie mówiliśmy w przy- 
padku płaszczyzny. 

Metryki rzutowe Cayley'a-Kleina dostarczają również dowodu lo- 
gicznej możliwości hipotezy eliptycznej, do czego, ograniczając się do przy- 
padku płaszezyzny, służy interpretacja gieometrji eliptycznej jako gieome- 
trji wiązki. 
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CZĘŚĆ DRUGA. 
Teorja ogólna równoległych. 


$ 1. Założenia przedwstępne. Jako podstawę teorji ogólnej równo- 
ległych, przyjmiemy te postulaty, które w gieometrji zwykłej bywają za- 
kładane przed przystąpieniem do rozpatrywania tego przedmiotu, a mia- 
nowicie: 

a) postulaty wyznaczalności i przynależności; 

b) postulaty IP ETSEN podziału prostej i płaszczy- 
zny na części; 

c) postulaty EE AN TASEEN i ruchu. 

Przyjmiemy odrazu jako dowiedzione te wyniki, które otrzymuje się 
z powyższych postulatów drogą zwykłego postępowania, a w szczegól- 
ności: 

1) zwykłe kryterja równości trójkątów; 

2) zależności między elementami tego samego trój- 
kąta (twierdzenie o kącie zewnętrznym, twierdzenia o trójkątach równo- 
ramiennych i o trójkątach mających boki nierówne, i t. d.); 

3) własności prostopadłych i pochyłych. 


$ 2. Określenie równoległej. Niech będzie A punkt leżący zewnątrz 
prostej b= B” B; niech będzie P spodkiem prostopadłej poprowadzonej 
z A na b, zaś HK— prostopadłą do AP z punktu A. Jeżeli weźmiemy pod 
uwagę jeden z dwuch kątów przyległych = PAH, << PAK, np. pierwszy, 
wówczas proste należące do tego kąta będziemy mogli rozłożyć na dwie 
klasy, stosownie do tego, czy przecinają one, czy nie przecinają prostej b. Do 
klasy pierwszej należy nieskończenie wiele elementów, a mianowicie 
P A R wszystkie proste, które łączą A z punkta- 
mi półprostej B”B' (rys. 87); do drugiej 
należy prosta HK, i wraz z nią ewentual- 
nie jeszcze inne proste. 
Rys. 87. Czy istnieje element oddziela- 

jący obie klasy? 


—A- 


O ile założymy, obok postulatów a), b), c) $1, jeszcze postulat 
ciągłości, wtedy wypada bezpośrednio, że obie klasy czynią zadość wszyst- 
kim warunkom, wymaganym przy stosowaniu tego postulatu; stąd wno- 
simy, że istnieje prosta a = AA, oddzielająca klasę prostych spotykają- 
cych prostą b od klasy prostych niespotykających b. 
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Jeśli jednak nie chcemy założyć ciągłości prostej, a jedynie robić 
użytek z twierzeń $ 1, wówczas nie możemy nie powiedzieć o istnieniu 
prostej a. Ażeby w tym przypadku zbudować teorję równoległych, zgod- 
ną przynajmniej częściowo z teorją zwykłą, należy założyć (wraz 
z Hilbertem) istnienie prostej kąta x% PAH, oddzielającej 
sieczne prostej b od niesiecznych. 

Którąkolwiek drogę wybierzemy, przyjmiemy jako dane istnienie 
prostej a. AA wkącie % PAH, niespotykającejb,itakiej, 
że każda prosta kąta <PAA spotyka b. 

Prosta a' = AA' nazywa się równoległą do b przez punkt A. 


$ 3. Zwrot równoległości. Niech będzie a” = AA” symetryczna do 
a' względem AP. Oczywiście a" ma w kącie <PAK te same własności, 
które służą prestej a. w kącie x PAH. Prosta a" również nazywa się ró- 
wnoległą do b przez 4. 

Ażeby rozróżnić, w razie potrzeby, obie równoległe, można zauwa- 
żyć, że każda z nich jest podporządkowana jednemu ze zwrotów pros- 
tej b. Na figurze, zawierającej obie równoległe, można nazwać a' równoległą 
w zwrocie prawym, zaś a” równoległą w zwrocie lewym. 

O ile się zdarzy, że obie proste a', a” złączą się w jedną prostą 
(przypadek euklidesowski), wówczas ta prosta będzie równoległa do b 
w obu zwrotach prostej b. 

Mówiąc w dalszym ciągu krótko: „AA jest równoległa do BB'*, 
rozumieć będziemy, że i zwrot równoległości jest tu określony, a mia- 
nowicie przez porządek następstwa punktów B i B’. 


$ 4. Kąt równoległości. Z punktu dowolnego 
P prostej b= B'B” poprowadźmy prostopadłą do BB” 
i obierzmy na niej odcinek AP równy odcinkowi 
danemu d. 

Przez A wyobraźmy sobie równoległą a = 4A4' 
do b w zwrocie PB': kąt <PAA będzie się na- Rys. 88. 
zywał kątem równoległości, odpowia- 
dającym odległości d= AP. 


Z własności ogólnych przystawania wyprowadza się twierdzenia na- 
stępujące: 

1) Kąt równoległości, odpowiadający oznaczonemu 
odcinkowi, jest niezależny od zwrotu równoległości. 

Jeżeli więc prosta AA' jest równoległa do b w zwrocie prawym, 
AA" równoległa do b w zwrocie lewym, wówczas kąty <PAA', x PAA” 
są sobie równe. 
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2) Kąty równoległości, odpowiadające odeinkom ró- 
wnym, są sobie równe. 


$ 5. Zachowanie cechy równoległości. W określeniu równoległej 
punkt 4 zajmuje pozornie odrębne stanowisko. Jednakże można dowieść, 
że określenie jest niezależne od 4, czyli że 

Jeżeli prosta a= AA' jestdoprostejb=DBB' równoległa 
przez punkt Á, i jeżeli4, jestpunktem jakimkolwiek pros- 
tej a wtedy prosta a jest równoległa dob również i przez 
punkt A. | 


Rys. 89. Rys. 90. 


Innemi słowy: jeżeli prosta jest równoległa do innej prostej, to po- 
zostaje równoległą do niej we wszystkich swoich punktach. 

Rozróżnimy dwa przypadki: 

1) Punkt 4, następuje po A w zwrocie 44". 

Niech będzie wtedy A, H promieniem kąta <BA,4': jeżeli punkt H 
jest po stronie przeciwnej do A, ze względu na b, wówczas promień A,H 
spotyka napewno b; jeżeli H nie jest po stronie przeciwnej do 4, ze 
względu na b, wtedy poprowadźmy prostą AH. Ponieważ H należy do 
kąta x BAA’, przeto prosta AH spotyka b w punkcie M, odcinek zaś A,B 
w punkcie M. 

Prosta A,H przetnie więc w trójkącie BMN bok NM, ale nie BN; 
wypada stąd, że AH przetnie koniecznie trzeci bok BM. Prosta AA' jest 
przeto równoległa do b przez punkt 4;. 

2) Punkt A, poprzedza A w zwrocie AA’. 

Niech będzie A,H jakikolwiek promień w kącie <B4A,4' i K punkt 
na przedłużeniu AH. Prosta KA, należąca do kąta x BAA’, spotka b 
w punkcie M, a odcinek AB zostanie przecięty przez 4,H w punkcie N. 
Wówczas prosta HK, która spotyka bok AB trójkąta ABM, a nie spotyka 
boku AM, musi przeciąć trzeci bok BM = b. Przez to twierdzenie zostało 
dowiedzione i w tym drugim przypadku. 


$ 6. Wzajemność cechy równoległości. Mamy dowieść, że 
Jeżeli prosta a=AA4' jest równoległa do b=BE, wte- 
dy odwrotnie b jest równoległa do a. 
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Poprowadźmy dwusieczne kątów <BAA', <ABB'; ponieważ prosta 
a jest równoległa do b, przeto dwusieczna kąta 3*BAA' spotka b, a więc 
spotka też i drugą dwusieczną w jakimś punkcie M. Jeżeli z M popro- 
wadzimy prostopadłe do a, b i AB, to odcinki 
prostopadłych MA,, MB,, MP, zawarte pomię- 
dzy M i trzema powyższemi prostemi, będą 
sobie równe, 

Z drugiej strony, jeżeli poprowadzić z M 
dwusieczną m kąta 4, MB,, to z równości mię- 
dzy MA, i MB, wypada, że punkty 4, i B, są 
symetryczne względem m, a więc są też sy- 
metryczne względem m dwie proste a, b, prostopadłe do MA, MB, 
w punktach A, B, Ta symetrja pozwala nam twierdzić, bez dalszych 
wywodów, że w razie jeżeli a jest równoległa do b, wtedy i odwrotnie 
b jest równoległa do a. 

Ustaliwszy zachowanie i wzajemność równoległości, możemy w dal- 
szym ciągu poprostu mówić o prostych równoległych. 


Z rozumowania powyższego oraz z figury, do której się ono sto- 
suje, wypływają wnioski następujące: 

Jeżeli prosta a jest równoległa do b, wtedy istnieją 
proste, które przecinają obie równoległe pod kątami 
równemi. Jedną z takich prostych jest oczywiście prosta, łącząca pun- 
kty Ai B. 

Miejscem punktów równooddalonych od dwuch pro- 
stych równoległych jest prosta do nich równoległa. Tą 
prostą na fig. 91, jest dwusieczna kąta <AMB, czyli m. 


$ 7. Zwrot wspólny równoległości. Jeżeli z punktów 4, A, A"... 
które następują po sobie wzdłuż a w oznaczonym zwrocie, poprowadzimy 
prostopadłe do prostej b, równoległej do a, i jeżeli oznaczymy przez 
B, B', B"... spodki tych prostopadłych, wtedy punkty B, B', B"... będą 
punktami następującemi po sobie w oznaczonym zwrocie prostej b. W ten 
sposób każdemu zwrotowi prostej a odpowiada oznaczony zwrot prostej b. 

Odwrotnie, postępując w taki sam sposób, można każdemu zwro- 
towi prostej b podporządkować oznaczony zwrot prostej a. 

Łatwo się przekonać, że jeżeli zwrotowi danemu na a od- 
powiada zwrot oznaczony na b, to iodwrotnie temuż 
zwrotowi na bodpowiada zwrot dany naa. 

Widzimy jeszcze, że jeżeli AA’ i BB' są zwroty odpowiednie na 
a i b, i jeżeli a jest równoległa do b w zwrocie BB’, wtedy b jest ró- 
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wnoległa do a w zwrocie AA. Zwroty AA, BB', w których każda 
z dwuch prostych jest równoległa do drugiej, nazywają się tożsame- 
mi, i każdy z nich nazywa się zwrotem wspólnym równoległo- 
ści pary a, b. 


$8. Przechodniość cechy równoległości. Dwie proste, równ o- 
ległe w oznaczonym zwrocie do trzeciej prostej, są do sie- 
bie równoległe. 

„Niech będą proste a= AA, cz OC równoległe do b= BP w zwro- 
cie BBE, i niech będą AA, CC' zwroty na a i c, odpowiadające zwrotowi 
BB. Ażeby dowieść, że a i c są do siebie równoległe, rozróżnimy dwa 
przypadki: 

1) Niech proste a i c leżą po przeciwnych stronach prostej b. Ozna- 
czając przez B punkt, w którym prosta AC przecina b, znajdziemy, że 
punkty A’, C” będą leżały po tej samej stronie siecznej AC, co i punkt B’. 

Wziąwszy w kącie x CAA’ promień AH, oznaczmy jego punkt prze- 
cięcia z b przez M. Prosta MH należy do kąta <CMB', ponieważ (ze 


Rys. 92. Rys. 93. 


względu na równoległość pomiędzy b i c) przecina c. To samo rozumo- 
wanie stosuje się do jakiejkolwiek innej prostej kąta x CAA’, skąd wypada 
równoległość pomiędzy a i c. 

2) Niech a, c leżą po tej samej stronie prostej b. Dwie proste a, c 
nie mogą się przeciąć, ponieważ przez punkt przechodzi tylko jedna ró- 
wnoległa do b w zwrocie BB'; a więc względem jednej z nich, np. wzglę- 
dem prostej a, dwie pozostałe leżeć będą po stronach przeciwnych. Połączy- 
wszy punkty B,C, oznaczmy przez A przecięcie prostych ČB ia. Każdy 
promień kąta x BOC', ze względu na to, że przecina b, musi koniecznie 
przeciąć a i przezto równoległość pomiędzy a i c została dowiedziona 
iw tym drugim przypadku. 

Zauważmy, że można dzięki twierdzeniu tylko co dowiedzionemu 
rozszerzyć pojęcie zwrotu wspólnego (por. $ 7) na przypadek, w którym 
mamy kilka prostych a, b, c,... równoległych do x w zwrocie XX”, wyzna- 
czonym na x. Proste a, b, c,... otrzymają w ten sposób zwrot spól- 
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ny, dający się przedstawić przez którykolwiek ze zwrotów AA, BB „CC, 
odpowiadających na a, b, c... zwrotowi XM. 


S 9. Pęk niewłaściwy i punkty niewłaściwe. Układ wszystkich pro- 
stych, leżących na jednej płaszczyźnie, i równoległych w zwrocie oznaczo- 
nym do prostej danej na tej płaszczyźnie, ma dwie własnościnastępujące: 

1) przez punkt jakikolwiek płaszczyzny przechodzi 
jednaitylko jedna prosta układu; 

2) dwie jakiekolwiek proste układu wyznaczają ten 
układ w zupełności. 

Ale te własności należą także do pęku prostych (zbiór wszystkich 
prostych, przechodzących przez jeden punkt), wskutek czego możemy, 
rozszerzając znaczenie wyrazu „pęk“, oznaczyć nim również zbiór pro- 
stych, równoległych w oznaczonym zwrocie do prostej danej. 

Jeżeli później wypadnie rozróżnić jeden rodzaj pęku od drugiego, 
zrobimy użytek z przymiotników „właściwy* i„niewłaściwy*; mia- 
nowicie nazywać będziemy właściwym pęk utworzony przez wszyst- 
kie proste, przechodzące przez jeden punkt, zaś niewłaściwym drugi 
rodzaj pęku. 

Wszystkie proste pęku mają jeden punkt spólny: wierzchołek 
pęku; proste pęku niewłaściwego nie mają żadnego punktu spólnego, 
mają natomiast spólny zwrot równoległości. Dla ujednostajnienia spo- 
sobu wyrażania się, podstawimy zamiast wyrażenia „zwrot spólny 
równoległości* inne wyrażenie: „punkt niewłaściwy*. A więe 
wszystkie proste pęku niewłaściwego mają spólny jeden punkt niewła- 
ściwy. Punkt ten nazywa sią wierzchołkiem (niewłaściwym) pęku. 

Ażeby usprawiedliwić wprowadzenie pęku niewłaściwego i punktu 
niewłaściwego, można się powołać na te same rozważania, które pro- 
wadzą w gieometrji zwykłej do pojęcia punktu w nieskończoności. 

W dalszym ciągu będziemy stale oznaczali punkty niewłaściwe 
wielkiemi literami alfabetu greckiego. Tak więc, mówiąc, że proste a, b 
mają punkt © spólny, rozumieć będziemy po prostu równoległość po- 
między a i b. 

Zauważmy jeszcze, że prosta może być oznaczona za pomocą jed- 
nego z jej punktów właściwych A i punktu niewłaściwego Q; a to na 
tej zasadzie, że przez A w zwrocie oznaczonym przechodzi tylko jedna 
równoległa do prostej danej. 


$ 10. Pasy. Trójboki. Dwie proste równoległe wyznaczają pas, 
dla którego one są bokami. Do pasa należą oba boki oraz te punkty 
płaszczyzny, które, ze względu na każdy bok, leżą z tej strony, z której 
jest bok drugi. Pas, którego bokami są a i b, oznacza się symbolem (ab). 
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Prosta, która jest miejscem punktów równooddalonych od a i b 
(por. $ 6), nazywa się dwusieczną pasa. 

Niech będą a= AQ, b=B© boki pasa; figura, utworzona przez od- 
A cinek AB oraz promienie (półproste) AQ, BQ 
nazywa się trójbokiem. Punkty A,B są 
wierzchołkami trójboku; © jest jego wierzchoł- 
kiem niewłaściwym. 

Odcinek AB oraz promienie AQ, BQ są 


Rys. 92. bokami trójboku. 


Punkty odcinka AB wraz z temi punktami pasa (ab), które leżą 
względem AB po tej samej stronie, co Q, tworzą pole trójboku. 
Stąd wynika określenie punktów wewnętrznych oraz prawdziwość twier- 
dzeń następujących: | 

Prosta, przechodząca przez jeden z wierzchołków 
trójboku i przez jeden z jego punktów wewnętrznych, 
przecina bok przeciwległy. 

Prosta, nie przechodząca przez żaden z wierzchoł- 
ków trójboku i przecinająca jeden z jego boków, przeci- 
na jeszcze jeden i tylko jeden z boków pozostałych. 

Kąty <4ABQ, x BAQ nazywają się kątami trójboku i oznaczają się 
krócej przez <A, xB. Kąty przyległe do <A i do xB są kątami ze- 
wnętrznemi. Mamy więc: 

W trójboku kąt zewnętrzny jest większy lub równy 
kątowi wewnętrznemu przeciwległemu. 

Trójbok, w którym kąt <A jest równy xB nazywa się równo- 
ramiennym. 

Dwa trójboki ABQ, A'BO' nazywają się rów nemi, jeżeli AB=4A'B, 
z4=4A, ŻBEP. 

Istnieją następujące kryterja równości: 

1) Dwa trójboki ABQ, A'B'O' mające boki ABi A'B' rów- 
ne oraz kąty xA i <4A' równe, są sobie równe, ponieważ ich 
dwa pozostałe kąty xB i xB' są także równe. 

Jako przypadek szczególny znajdziemy, że dwa trójboki prosto- 
kątne są równe, jeżeli mają przyprostokątne AB i 4'B' równe. 

2) Dwatrójboki równoramiennesą równe, jeżeli bok 
AB jednego z nich jest równy bokowi A'P drugiego. 

Opuszczamy łatwe dowody tych twierdzeń. 

$ 11. Niektóre twierdzenia ze stereometrji. Proste równoległe 
w przestrzeni. Przyjmiemy odrazu za ustalone wszystkie te własności 
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przestrzeni, które opierają się wyłącznie na postulatach a), b), c) $ 1, 
a mianowicie: 

1) twierdzenie o płaszczyznach i prostych prosto- 
padłych; 

2) twierdzenia, dotyczące przecięć dwuścianów, a 
w szczególności twierdzenie: w dwuścianach równych 
przecięcia o jednakowym nachyleniu są sobie równe, 
i odwrotnie; 

3) twierdzenia o trójścianach i odpowiednie kryte- 
rja równości. 

Z tych założeń wyprowadzimy niektóre twierdzenia o prostych rów- 
noległych w przestrzeni. 

Jeżeli trzy płaszczyzny, nie przechodzące przez jed- 
ną prostą, przecinają się wzajemnie, i jeżeli dwie proste 
przecięcia są równoległe, wtedy i trzecia jest do nich 
równoległa. 

Niech proste AA’, BB', CC' będą przecięciami trzech płaszczyzn, 
i niech AA' będzie równoległa do BB’. Prosta CC” nie przetnie oczywi- 
ście dwuch innych; wystarczy więc dowieść, że 
każda prosta kąta x BOC" przetnie BB". 

Niech będzie CD prosta kąta <BCC'; jeżeli 
poprowadzimy płaszczyznę przez AC i CD, wtedy 
ta płaszczyzna przetnie płaszczyznę równoległych 
AA', BB' wzdłuż prostej kąta <BAA', a więc Rys. 93. 
wzdłuż prostej, przecinającej BB’ w jakimś punk- 
cie F; otóż widoczne jest, że prosta CD sama przejdzie przez F, czyli że 
CD jest sieczną dla BB', co było do dowiedzenia. A więc CC' jest rów- 
noległa do BP’. 

Tak samo dowieść można, że proste OC” i AA' są równoległe. 

Wynikają stąd bezpośrednio wnioski następujące: 

Jeżeli dwie płaszczyzny, przechodzące przez dwie 
proste równoległe, przecinają się, wtedy ich linja prze- 
cięcia jest równoległa do tych prostych. 

Dwie proste, równoległe w tym samym zwrocie do 
trzeciej, są do siebie równoległe. 


Z ostatniego wniosku widzimy, że przechodniość równoległości istnieje 
i wtedy, jeżeli proste nie należą do tej samej płaszczyzny, oraz że wszyst- 


kie równoległe do prostej w jednym z jej zwrotów mają spólny zwrot 
równoległości. 


Zagadnienia gieom. 18 
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$ 12. Proste równoległe do płaszczyzny i płaszczyzny równo- 
ległe. Prosta jest równoległa do płaszczyzny, jeżeli jest równo- 
legła do jednej z prostych, leżących na tej płaszczyźnie. Odwrotnie, płasz- 
czyzna jest wtedy równoległa do prostej. 

Następujące twierdzenie jest więc prawdziwe: 

Prosta równoległa do płaszczyzny jest równoległa 
do wszystkich prostych jednego pęku niewłaściwego, 
położonego na płaszczyźnie. 

Pęk, o którym mowa, otrzymuje się, przecinając płaszczyznę wszyst- 
kiemi płaszczyznami, przechodzącemi przez prostą daną. Wypada to 
z własności, ustalonych w paragrafie poprzedzającym. 

Przez prostą r, nierównoległą i skośną do prostej 
a=4A, przechodzi jedna tylko płaszczyzna równoległa 
do aw zwrocie AA'. W rzeczy samej, przez punkt R prostej r prze- 
chodzi prosta RR’ równoległa do AA. Ta prosta wraz z r wyznacza 
płaszczyznę p, równoległą do ĄA'. Płaszczyzna p jest jedyna, ponieważ 
gdyby p” było inną płaszczyzną, równoległą do 44' i przechodzgcá przez r, 
wówczas płaszczyzna y, wyznaczona przez R i a, przecinałaby p” wzdłuż 
prostej RR”, która byłaby sama równoległa do AA’; to zaś przeczyłoby 
leani że przez punkt w zwrocie oznaczonym przechodzi tylko jedna 
równoległa do prostej. 

Zaznaczamy, że prosta i płaszczyzna do niej równoległa mają 
spólny punkt niewłaściwy, i że warunek, przy którym punkt niewłaści- 
wy Q należy do płaszczyzny, jest ten, ażeby płaszczyzna zawierała prostą, 
równoległą do tej, która wyznacza © w zwrocie, odpowiadającym punk- 
towi niewłaściwemu ©. 

Następujące twierdzenie o prostej i płaszczyźnie do niej równoległej 
jest godne uwagi: 

Przez prostą a=4AA, równoległą do płaszczyzny 2, 
przechodzi jedna i tylko jedna płaszczyzna, nieprzeci- 
nająca a. 

Dowiedziemy przedewszystkim, że istnieje płaszczyzna, przechodząca 
przez a i nie przecinająca 2. 

Niech będzie $ płaszczyzna przez a pro- 
stopadła do a, zaś a” płaszczyzna przez a pro- 
stopadła do $; tak otrzymana płaszczyzna a 
nie przecina a. W rzeczy samej, oznaczając 
przez b przecięcie « i $, przez a' przypuszcza|- 
ne przecięcie a' i a, znależlibyśmy, że :pro-- 
sta a. musiałaby być równoległa do a i b. 
Z drugiej strony, ponieważ obie płaszczyzny 
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z, a są prostopadłe do $, przeto prosta a” musiałaby być prostopadła 
do 6, czyli musiałaby przecinać a i b. 

Ustaliwszy tym sposobem, że a i a' nie przecinają się, przechodzimy 
do dowodu, że każda inna płaszczyzna przez a, różna od «', przecina 
płaszczyznę a. 

Niech będzie y płaszczyzna przez a, różna od «, i AB prostopadła, 
prowadzona z punktu 4 prostej a na płaszczyznę 2. 

Płaszczyzna y napewno nie jest prostopadła do 4B. Dlatego też kąt 
x HAB pomiędzy y i AB jest mniejszy od kąta <A'AB*),a więc mniej- 
szy od kąta równoległości, odpowiadającego odległości AB. Na płaszczyź- 
nie HAB, przecinającej « wzdłuż prostej BK, będą przeto leżały dwie 
proste przecinające się AH i BK, wskutek czego będą się również prze- 
cinały dwie płaszczyzny y i æ, przechodzące przez te proste. Twierdzenie 
jest więc dowiedzione. 

Dwie płaszczyzny, które przechodzą przez dwie proste równoległe 
i nie przecinają się, nazywają się płaszczyznami równoległemi. 

Twierdzenie ostatnio dowiedzione może być wypowiedziane pod na- 
stępującą postacią: 

Przez prostą równoległą do płaszczyzny przechodzi 
jedna tylko płaszczyzna równoległa do płaszczyzny 
danej. 


Gieometrja wiązki niewłaściwej. 


$ 13. Wiązka niewłaściwa. Zbiór prostych i płaszczyzn, przecho- 
dzących przez jeden punkt właściwy O przestrzeni, nazywa się wiązką, 
i ma własności następujące: 

1) Przez każdy punkt przestrzeni, różny od O, prze- 
chodzi jedna itylko jedna prosta, należąca do wiązki. 

2) Przez każdą prostą, nie przechodzącą przez O, 
przechodzi jedna i tylko jedna płaszczyzna wiązki. 

3) Wiązkę wyznaczają dwie jakiekolwiek proste do 
niej należące, a także prosta i płaszczyzna wiązki. 

Te własności ma także układ wszystkich prostych i wszystkich 
płaszczyzn, równoległych do jednej prostej w zwrocie oznaczonym. To 


*) To wynika z następującego twierdzenia stereometrycznego: Jeżeli wiB 
są dwie płaszczyzny prostopadłe do siebie, i jeżeli prosta AB leży na P, wtedy kąt, 
utworzony przez AB i æ, jest większy od kąta nachylenia AB do jakiejkolwiek 
płaszczyzny, przechodzącej przez prostą przecięcia płaszczyzn « i $ 
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nas prowadzi do rozszerzenia znaczenia wyrazu „wiązka“ przez nadanie 
tej samej nazwy nowemu układowi prostych i płaszczyzn. Jeżeli później 
zechcemy odróżnić jeden typ wiązki od drugiego, podobnie jak przy pę- 
kach zrobimy użytek z przymiotników: „właściwy* i „niewła- 
ściwy*. 

Wierzchołkiem wiązki właściwej jest punkt, przez który przechodzą 
wszystkie proste wiązki i wszystkie płaszczyzny wiązki; wierzchołkiem 
wiązki niewłaściwej jest punkt niewłaściwy, spólny wszystkim jej ele- 
mentom. 


$ 14. Podstawy gieometrji wiązki niewłaściwej. W gieometrji 
uważa się płaszczyznę za pokład wszystkich jej punktów i prostych. Te 
punkty i proste są związane z sobą pewną grupą twierdzeń pierwotnych 
(postulatów), które połączone między sobą w odpowiedni sposób, pro- 
wadzą do rozmaitych twierdzeń planimetrycznych. W sposób zupełnie 
analogiczny można dać początek gieometrji wiązki niewłaściwej Q, 
przyjmując za elementy pierwotne: proste i płaszczyzny wiązki. Niema 
jednak potrzeby wprowadzania dla wiązki © twierdzeń pierwotnych, po- 
nieważ niektóre wynikają z łatwością z własności prostych i płaszczyzn 
równoległych, inne zaś wprowadza się na podstawie odpowiednich okreś- 
leń. Własności wiązki Q, które wynikają bezpośrednio z tego, co było 
wyłożone w paragrafach poprzednich, odpowiadają postulatom wyznacza|- 
ności i podziału na części w gieometrji płaskiej; zastępując więc 
w tamtych postulatach wyrazy „punkt* i „prosta* przez 
wyrazy „prosta“ i „płaszczyzna, otrzymuje się analo- 
giczne twierdzenia zasadnicze gieometrji wiązki nie- 
właściwej. 

Wnioski, które w gieometrji płaskiej wyprowadza się z wzmianko- 
wanych postulatów, łatwo przetłumaczyć na odpowiednie własności wiąz- 
ki Q. Odcinek zastąpimy w wiązce © pasem, kąt zastąpimy dwuścianem. 
Dwie płaszczyzny w © nazywają się równoległemi, jeżeli się nie przeci- 
nają; z twierdzenia $ 13 wypływa więc dla wiązki & następujące twier- 
dzenie: 

Przezprostą przechodzi jedna i tylko jedna płasz- 
czyzna, równoległa do płaszczyzny danej. 


$ 15. Zasada przystawania w gieometrji wiązki niewłaściwej. 
Przystawanie dwuścianów. Ażeby dać pełniejszy obraz twierdzeń pod- 
stawowych dla wiązki ©, niezbędne jest wprowadzenie pojęcia przystawa- 
nia. Zacznijmy od dwuścianów. 

Dwa dwuściany w © nazywają się przystającemi albo równemi, je- 
żeli są równe w zwykłym znaczeniu tego wyrazu. 
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Ze zwykłych własności, dotyczących równości dwuścianów, ich su- 
my i t. p. otrzymamy więc odpowiednie własności w gieometrji wiązki ©. 

Używać będziemy w gieometrji wiązki niewłaściwej nazw: kąt dwu- 
ścienny prosty (dwuścian prostokątny), kąt dwuścienny ostry,... kąty 
dwuścienne dopełniające, spełniające,.. płaszczyzny prostopadłe, i t. d. 
w tym samym znaczeniu, jakie one mają w gieometrji przestrzeni. 

Będziemy tedy mogli wypowiedzieć twierdzenie następujące: 

Dwie płaszczyzny wiązki Q przecinają się, jeżeli two- 
rzą z trzecią płaszczyzną wiązki dwa kąty dwuścienne 
jednostronne wewnętrzne niespełniające (por. $ 14). 

Pozatym łatwo dowieść, że jeżeli «a, są dwie przecinające 
się płaszczyzny wiązki, a y i 8 dwie inne płaszczyzny 
wiązki, prostopadłe jedna do a, druga do f, wtedy 4 i8 
przecinają się. 

Rozumowanie jest takie samo, jak przy dowodzeniu twierdzenia 
gieometrji euklidesowej płaskiej: „dwie proste c, d, prostopadłe odpowied- 
nio do dwuch spotykających się prostych a, b, przecinają się wzajemnie*. 
Opuszczamy więc dowodzenie. 


$ 16. Twierdzenie J. Bolyai'a. Możność określenia równości pa- 
sów osiągniemy za pomocą rozważań następujących. 

Niech będą OREDNE, (1: proste wiązki Q, i A punkt m > 
dowolny prostej a. Poprowadźmy dwusieczną pasa (ab) b ke 
(por. $ 6 i nast.) i do niej z punktu A prostopad- 
łą, która przetnie b w punkcie B tak, że będzie 


xNAB=QBA . 


Punkt B nazywa się punktem prostej b odpo- 
wiadającym punktowi A. W podobny sposób wy- 
znacza się na prostych c, d,... punkty ©, D,... odpowia- 


B ASK 
jące punktowi 4. / + 
Na każdej prostej wiązki © jest więc jeden i tylko A 
jeden punkt odpowiadający punktowi A. Otóż dowie- Rys. 95. 


dziemy, że: 

Jeżeli punkty B,C,D,. odpowiadają punktowi 4, wte- 
dy 4,C,D,. odpowiadają punktowi B A,B, D,.. odpowia- 
dają punktowi O, i t. d. (Twierdzenie Bolyai'a). 

Wystarczy w tym celu okazać, że prosta, łącząca dwa którekolwiek 
punkty B; C, odpowiadające punktowi 4, spotyka proste b, c pod kątami 
równemi. 

Jeżeli punkty B, C prostych b, c odpowiadają punktowi 4, wówczas 
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odcinki AB, AC spotykają boki odpowiednich pasów (ab), (ac) pod kątami 
równemi. 

Przyjmijmy na początek, że proste a, b, c nie leżą na jednej płasz- 
czyżnie. 

Oznaczmy przez h, k dwusieczne pasów (ab) i (ac); płaszczyzny pro- 
stopadłe do odcinków AB, AC i przechodzące przez ich środki zawierają 
h i k, należą więc do ©. Pozatym, ponieważ te płaszczyzny są prosto- 
padłe do dwuch płaszczyzn przecinających się ab, ac, będą więc miały 
spólną prostą wiązki ©, którą oznaczymy przez d. 

Punkty tej prostej d są równooddalone od B i C, należą więc do 
płaszczyzny prostopadłej do odcinka BC, przechodzącej przez jego śro- 
dek M. Prosta m= MÌ, według której ta płaszczyzna przecina płaszczyz- 
nę bc, jest równoległa do b i c, dzięki czemu powstają dwa trójboki pro- 
stokątne BM9, CMQ, o równych przyprostokątnych BM, CM. Ale na za- 
sadzie znanego kryterjum równości trójboków (por. $ 10) dwa omawiane 
trójboki są sobie równe; to znaczy, że istnieje równość kątów: 


xQBM=xNCM . 


Prosta BC spotyka więc proste b, c pod kątami równemi, c. b. d. d. 

W przypadku, w którym proste a, b, c leżą na jednej płaszczyźnie, 
dowodzi się twierdzenia przy pomocy czwartej prostej wiązki 8, nie le- 
żącej na płaszczyźnie prostych a, b, c. 

W rzeczy samej, jeżeli d jest prosta wiązki &, nie leżąca na płaszczy- 
żnie prostych a, b, c, i jeżeli punkty B, C, D odpowiadają punktowi 4, wtedy 
odcinki BD, CD, na mocy twierdzenia poprzedniego, spotykają boki od- 
powiednich pasów (bd), (cd) pod kątami równemi. Wynika stąd, że 
punkty B, C odpowiadają punktowi D, że więc odcinek BC spotyka bic 
pod kątami równemi. 

Tym samym twierdzenie zostało dowiedzione i w tym jeszcze przy- 
padku, kiedy a, b, c leżą na jednej płaszczyźnie. 


$ 17. Pasy przystające w gieometrji wiązki niewłaściwej. Mo- 
żemy teraz określić dla wiązki © przystawanie pasów w sposób następu- 
jący. 

Niech będą (ab), (cd) dwa pasy wiązki ©, oraz 4, B, ©, D cztery 
punkty odpowiadające sobie, położone na a, b, c, d. Jeżeli odcinek AB jest 
równy odcinkowi CD, wtedy pas (ab) nazywa się równym pasowi (cd). 

Zauważmy przedewszystkim, że określenie to jest niezależne od 
czwórki punktów odpowiednich 4, B, ©, D. W rzeczy samej, jeżeli 4, BR 
C, D', są cztery inne punkty odpowiednie, leżące na a, b, c, d, wtedy od- 
cinki A'B', ('D' są sobie równe, o ile są równe AB i CD; i odwrotnie, 
co wynika z własności ogólnych przystawania w przestrzeni. 
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Tak określona równość pasów czyni oczywiście zadość prawom for- 
malnym równości odcinków; ponadto, z własności ogólnych przystawania 
w przestrzeni wynika, że 

Jeżeli są dane trzy proste wiązki Q i jeżeli y jest do- 
wolną płaszczyzną, przechodzącą przez c, wtedy w ka- 
żdej z dwuch półpłaszczyzn, które c wyznacza may; Isit- 
nieje pas (cdjrówny pasowi (ab). 

Jeżeli wprowadzimy jeszcze w Q pojęcie sumy pasów, to suma 
pasów będzie czyniła zadość prawom formalnym sumy odcinków. 


$ 18. Trójściany. Równość trójścianów. 1-sze kryterjum równości. 
Pozostaje wreszcie do ustalenia dla wiązki twierdzenie, które odpowiada 
pierwszemu kryterjum równości trójkątów. 

Podamy przedtym określenie trójścianu. Trzy proste a, b, c wiąz- 
ki Q, nie należące do tej samej płaszczyzny, wraz z trzema pasami (ab), 
(bc), (ca), określonemi przez te proste, brane po dwie, tworzą trójścian. 
Pasy (ab), (bc), (cb) nazywają się ścianami trójścianu. 

Dwa trójściany nazywają się równemi, jeżeli mają ściany odpo- 
wiednio równe, i równe kąty dwuścienne między niemi zawarte. 

- Pierwsze kryterjum równości trójścianów jest następujące: 
Dwa trójściany wiązki © są równe, jeżeli dwie ścia- 


Rys. 96. 


ny i kąt dwuścienny między niemi zawarty w jednym 

trójścianie są odpowiednio równe dwom ścianom i ką- 

towi między niemi zawartemu w drugim trójścianie. 
Niech będą dwa trójściany abc, a b' c, w których 


1) f (ab) = (a b') | 
l Ge) = W e) 
2) SZUBS=PORADE 
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Ażeby dowieść równości pozostałych elementów tych dwuch trój- 
ścianów, obierzmy na a punkt dowólny 4, oraz odpowiadające mu pun- 
kty B, C, A', B, C' na prostych b, c, a, b, c. Na mocy równości (1) 
muszą być prawdziwe następujące równości odcinków: 

AB = A'B, 

BOSI BC: 
stąd, stosując kryterjum równości trójboków równoramiennych (por. $ 10), 
wnosimy o równości kątów: 


3) Í xNAB=xABA=x0AB=xQB'A 
| x0BC=<xN0B=xNBC'=<AC'B. 
Te ostatnie równania mówią nam, że kąty x ABC, i xA'B'C' są utwo- 
rzone przez przecięcia jednakowo nachylone w dwuścianach %b i <b'; 
a ponieważ te dwa dwuściany są sobie równe, przeto 
x<ABC = xAB'C' 

Jeżeli teraz porównamy trójkąty ABC i ABC, mające po dwa boki 
odpowiednio równe i kąty między niemi zawarte równe, wtedy otrzymamy 
zależności: 

AC=4'C , 
xBAC=xBA'C', ' 
xBCA=<B'C'A . 
Pierwsza z nich jest równoznaczna z równością 
(ac)=(a'c') ; 
dwie pozostałe, na zasadzie twierdzenia o przecięciach jednakowo na- 
chylonych w dwuścianach, wyrażają równość dwuścianów <a i <a 
oraz dwuścianów %c i x. Ostatecznie więc trójściany abc, «b'c mają 
elementy odpowiednio równe, a zatym są równe, co było do dowiedzenia. 


$ 19. Tożsamość pomiędzy gieometrją wiązki niewłaściwej 
a gieometrją płaszczyzny euklidesowej. Jeżeli przeprowadzimy po- 
równanie postulatów gieometrji płaskiej euklidesowej z własnościami 
zasadniczemi wiązki niewłaściwej, przekonamy się, że własności te otrzy- 
muje się z postulatów przez prostą zamianę wyrazów: punkt, prosta, 
odcinek, kąt it. d. na wyrazy: prosta, płaszczyzna, pas, dwu- 
ścian i t. d. Tym sposobem można wszystkie twierdzenia gieometrji 
euklidesowej odrazu przetłumaczyć na odpowiednie twierdzenia gieometrji 
wiązki ©, po dokonaniu w nich należytych podstawień wyrazów. Przy- 
chodzimy więc do ostatecznego wniosku: 
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Gieometrja wiązki jest tożsama z gieometrją płaską 
Euklidesa. 

W szczególności trygonometrja wiązki © jest identycz- 
na ztrygonometrją zwykłą. 


$ 20. Horysfera. Horycykl. Kulę można określić jako miejsce punk- 
tów, symetrycznych do punktu danego względem prostych wiązki właści- 
wej. W sposób analogiczny można określić nowy twór gieometryczny, 
który nazwiemy horysferą, jako miejsce punktów, symetrycznych do 
punktu danego ze względu na proste wiązki niewłaściwej. 

Mając na uwadze określenie punktów odpowiednich (por. $ 16), wi- 
dzimy, że: 

Horysfera jestto miejsce punktów,odpowiadających 
punktowi danemu na różnych prostych wiązki niewła- 
ściwej. 

Punkt początkowy, obrany do utworzenia horysfery, jest punktem 
zwykłym powierzchni, to znaczy: którykolwiek inny punkt ho- 
rysfery może być przyjętyzapunkt podstawowy, służący 
do jej wytworzenia. Wynika to z twierdzenia Bolyai'a (por. $ 16). 

Wierzchołek © wiązki nazywa się środkiem (niewłaściwym) 
horysfery; półproste, łączące punkty horysfery z ©, nazywają się pro- 
mieniami horysfery. Odcinek, łączący dwa punkty horysfery, jest jej 
cięciwą it. d. 

Płaszczyzna przechodząca przez Q przecina horysferę wzdłuż linji 
zwanej horycyklem. Horycykl jest to miejsce punktów, symetrycznych 
do punktu danego względem prostych pęku niewłaściwego. 

Wierzchołek pęku nazywa się środkiem (niewłaściwym) horycy- 
KU Tt. 4 

Horysfera i horycykl przedstawiają się poglądowo jako figury gra- 
niczne kuli i koła, jeśli promień rośnie do nieskończoności. 


$ 21. Gieometrja horysferyczna. Jej tożsamość z gieometrją pła- 
ską euklidesową. Podporządkujmy każdemu punktowi horysfery o środku & 
prostą, rzutującą ten punkt ze środka ©. Otrzymamy w ten sposób od- 
powiedniość jedno-jednoznaczną pomiędzy horysferą i wiązką, skąd wy- 
prowadza się bezpośrednio następujące twierdzenia zasadnicze gieome- 
trji horysierycznej: 

1)Dwa punkty horysfery należą do jednego horycy- 
klu i tylko do jednego. 

2) Punkty horycyklu są uporządkowane podług dwuch 
porządków naturalnych czyli zwrotów, przeciwnych so- 
Die 1 t-d. 
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3) Horycykldzieli horysferę na dwieczęści, zktórych 
każda zawiera nieskończenie wiele punktów, it. d. 

Następnie wprowadza się, jak w gieometrji zwykłej, określenia o d- 
cinka horycyklicznego, kąta dwuch horycyklówit. d. 

Pojęcie przystawania wprowadza się za pomocą określeń następu- 
jacych: 

Dwa odcinki horycykliczne są równe, jeżeli odpowiednie pasy są 
równe; dwa kąty horycykliczne są równe, jeżeli są równe odpowiednie 
kąty dwuścienne w wiązce ©. 

4) Tak ustalonej równości pomiędzy odcinkami i ką- 
tami horysferycznemi przysługują wszystkie własności 
równości między odcinkami i kątami gieometrji płas- 
kiej. 
Można teraz określić trójkąt horysferyczny (o bokach horycyklicz- 
nych) oraz równość dwuch trójkątów. Wtedy twierdzenie $ 18-go pozwoli 
nam wypowiedzieć następujące kryterjum (1-sze) równości trójkątów: 

5) Dwa trójkąty horysferyczne są równe, jeżeli mają 
po dwa boki równe ipo kącie między niemi zawartym od- 
powiednio równym 

Dwa horycykle wreszcie, należące do tej samej horysłery, nazywają 
się równoległemi, jeżeli nie mają punktów spólnych. Wtedy na mocy 
ostatniego twierdzenia $ 14-go mieć będziemy: 

6) Przez punkt horysfery przechodzi jeden i tylko je- 
den horycykl równoległy do horycyklu danego. 

Porównajmy teraz rezultaty powyższe z twierdzeniami podstawowemi 
gieometrji płaskiej euklidesowej: widzimy, że można przejść od jednych 
do drugich przez prostą zamianę słów, a mianowicie, zastępując wyra- 
zy: horysfera, horycykl it. p., przez wyrazy: płaszczyzna, pro- 
sta i t. p., i odwrotnie. 

Możemy więc przyjąć konkluzję taką: 

Gieometrja horysfery ješt identyczna zgieometrją 
płaską euklidesową. 

W szczególności trygonometrja płaska zwykła, ustalona 
w jakikolwiek sposób dla płaszczyzny euklidesowej, jest 
prawdziwa także na horysferze. 


Gieometrja hiperboliczna. 


$ 22. Równoległe w gieometrji hiperbolicznej. Do hipotez, na 
których opiera się teorja ogólna równoległych (por. SS 1, 2), dołączamy 
następująca: - 
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Przez każdy punkt przestrzeni przechodzą dwie róż- 
ne od siebie proste, równoległe do prostej dowolnie obra- 
nej. 

Wtedy do ogólnych własności równoległych należy dołączyć na- 
stępujące: 

a) Jeżeli dwie proste równoległe AA, BB' są przecię- 
te sieczną AB, wtedy suma kątów jednostronnych we- 
wnętrznych <BĄA, xABB jest mniejsza od dwuch kątów 
prostych. 

W rzeczy samej, gdyby suma powyższa była równa dwom kątom 
prostym (większa nie może być w żadnym przypadku), wtedy prostopadła, 


Rys. 97. 


poprowadzona ze środka M odcinka AB na BB’ byłaby prostopadła tak- 
że i do AA': obie równoległe AA i BB’ miałyby więc spólną prostopadłą, 
PQ. Wówczas wynikałoby z symetrji figury. względem PQ, że AA jest 
równoległa do BB' w obu zwrotach prostej BB’, a więc przez P przecho- 
dziłaby jedna tylko równoległa do BB', wbrew przyjętej hipotezie. 

b) Odległości punktów prostej AA, równoległej do 
BB, zmniejszają się w zwrocie równoległości. 

W rzeczy samej, niech będą A i A' dwa punkty prostej AA, na- 


Rys. 98. 


stępujące po sobie w zwrocie równoległości, a B i B' spodki prostopad- 
łych, poprowadzonych z tych punktów na BE', 
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Gdyby było AB=4A'B', wtedy oś odcinka BB' byłaby prostopadła 
do 44, i wtedy dwie równoległe AA', BB” miałyby spólną prostopadłą, 
wbrew twierdzeniu poprzedniemu. 

Gdyby było 4AB<A'B', wówczas możnaby: było na prostej A'B' wyzna- 
czyć punkt A” taki, żeby A'B'=4AB. Wtedy prosta AA" byłaby prosto- 
padła do osi odcinka BB’, nie przecinałaby więc prostej BB’, co jest 
sprzeczne z założeniem, że prosta AA' jest równoległa do BB’. Musi 
więc być AB>B'A. 


$ 23. Punkty niewłaściwe przestrzeni hiperbolicznej. Ponieważ 
przez każdy punkt przestrzeni przechodzą dwie równoległe do prostej 
a=4A4Ą', przeto istnieją dwie wiązki niewłaściwe, różne od siebie, do 
których należy prosta a. Ażeby jedną z nich ustalić, wystarczy, obraw- 
szy prostą a, wyznaczyć zwrot równoległości. Będziemy więc musieli każ- 
dej prostej w przestrzeni przypisać dwa punkty niewłaściwe, róż- 
ne od siebie. 

Zbiór wszystkich punktów niewłaściwych przestrzeni stanowi twór, 
który się nazywa tworem bezwzględnym przestrzeni hiperbolicznej. 


$ 24. Własności trójboków. Przyjmijmy następujące określenie: 
dwie proste, które nie są równoległe i nie przecinają się, nazywają się 
niesiecznemi. Wtedy wyniknie z poprzedzającego: 

Dwie proste, które, przecięte trzecią, tworzą z nią 
kąty naprzemianległe wewnętrzne równe, etc, są nie- 
sieczne. 

Możemy teraz dodać do twierdzeń $ 10 o trójbokach inne, a mia- 
nowicie: 

a) Kąt zewnętrzny trójboku jest większy od kąta 
wewnętrznego przeciwległego. 

c W rzeczy samej niech będzie x BQ kąt 

y $ zewnętrzny trójboku ABQ. Przez B popro- 

a wadźmy półprostą BM, leżącą względem AB 

A po tej samej stronie, co ©, i taką, ażeby było 
Rys. 99. xCBM=<8BA . 


Dwie proste AQ, BM są niesieczne, przeto BM musi leżeć koniecz- 
nie wewnątrz kąta CBQ. Będzie więc: 


x BAQ= x CBM< x (CB; A E A 


b) Dwa trójboki ABQ, 4,BQ,, mające kąty xAi xB od- 
powiednio równe kątom <A, i x<B,, są sobie równe. 
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W rzeczy samej, gdyby odcinek AB nie był równy 4,B,, byłoby 
np. AB<A,B;. Moglibyśmy wtedy wyznaczyć na AB taki punkt ©, że 
odcinek AC byłby równy 4,B;. Łącząc w tym A 
przypadku O z Q, otrzymalibyśmy trójbok ACQ 
równy trójbokowi 4A,B,%, (por. $ 10). Stąd rów- 
ność: B, 


A 
xA0Q=<xA,B A . PALENIA 


Ale z założenia mamy: OZ CANE 
B 


xABQ=<A,B A, , 


Rys. 100. 
przeto 
xACN=xABQ . 


Ta ostatnia równość wyraża, że w trójboku CHO jeden z kątów 
wewnętrznych jest równy przeciwległemu kątowi zewnętrznemu, co sprze- 
ciwia się twierdzeniu poprzedzającemu. Upada więc założenie, że AB<4,B,, 
i (td. 


$ 25. Czworoboki dwuprostokątne równoramienne. Niech będzie 

ABCD czworobok dwuprostokątny równoramienny, to znaczy, mający 

kąty przylegające do tego samego boku 

A i B proste, oraz boki AD, BC równe, 

Q Mówię, że dwa pozostałe kąty xD, xC 
są równe i ostre. 

Równość dwuch kątów xD i =C 

Rys. 101. wyprowadza się bezpośrednio z symetrji 

figury względem osi odcinka AB. 

Ażeby dalej dowieść, że xD i xC są ostre, oznaczmy przez © 
punkt w nieskończoności prostej AB w zwrocie AB, a przez % punkt 
w nieskończoności prostej DC w zwrocie DC. Połączmy następnie D i Č 
z Q i porównajmy dwa trójboki ADQ, BCQ. Z równości ich wynika 
bezpośrednio: 

(1) xADB=xBOO . 


D c & 


Pozatym kąt Q'OQ jest zewnętrzny dla trójboku DCĦQ, skąd mamy: 
(2) xODB<<xROL . 
Dodając stronami (1) i (2), dostaniemy: 
xADC<<BOR' . 


Ale kąt <ADC jest równy kątowi x DCB, przeto: 
xDCB<x<BOX ; 
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te dwa ostatnie kąty są spełniające, zatym kąt <DCB jest mniejszy od 


kąta prostego. c. b. d. d. 
Wniosek: Kąt czwarty czworoboku trójprostokątnego 
jest Ostry: 


Czworobok ABCD niech będzie prostokątny w 4, B, C; zbudujmy 
p czworobok BCEF' symetryczny do czwo- 
roboku danego względem prostej BO. 

Figura AEFD jest sama czworobo- 
kiem prostokątnym w Ai E, o bokach 
AD i EF równych; kąty przy D i F 
są przeto ostre. To dowodzi prawdzi- 
wości twierdzenia. 


a c 


A B 
Rys. 102. 


§ 26. Suma kątów trójkąta i wielokąta wypukłego. 

Suma kątów trójkąta jest mniejsza od dwuch kątów 
prostych. 

Ponieważ można rozłożyć każdy trójkąt na dwa trójkąty prostokąt- 
ne, prowadząc prostopadłą z wierzchołka kąta największego na bok prze- 
ciwległy, przeto wystarczy dowieść twierdzenia dla trójkątów prostokąt- 
nych. 

Niech będzie ABC trójkąt prostokątny w A. Przez O, po stronie 
przeciwnej do A względem przeciwprostokątnej, poprowadźmy prostą 0D 
tak, ażeby kąt x DCB wypadł równy kątowi œ% CBĄ. 
Poprowadźmy następnie ze środka O odcinka QB pro- 
stopadłą do AB. Niech będą P, Q punkty, w których 
ta prostopadła przecina AB i OD. Dwa trójkąty OPB, 
OCQ są równe, gdyż bok i kąty przyległe jednego 4 
z nich są odpowiednio równe bokowi i kątom przy- Rys. 103. 
ległym drugiego. Kąt <CQO jest więc prosty, 

a zatym czworobok APQC jest trójprostokątny. Wypada stąd, że kąt 
xA0Q=<4A0B--x<BCQ jest ostry, czyli, że w trójkącie prostokątnym 
ABC suma kątów jest mniejsza od dwuch kątów prostych. 


Uwaga. Jeżeli zgodzimy się mówić, że dwie równoległe, we wspól- 
nym zwrocie równoległości, spotykają się pod kątem zero, wtedy 
twierdzenie o sumie kątów trójkąta będzie prawdziwe także dla trój- 
boków. 

Rozpatrzmy teraz wielokąt wypukły jakikolwiek o n bokach, i po- 
łączmy jeden z jego wierzchołków z pozostałemi n—3 wierzchołkami nie 
przyległemi; wielokąt zostanie w ten sposób podzielony na n—2 trójką- 
tów, z których każdy mieć będzie sumę kątów mniejszą od dwuch pro- 
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stych. Ale suma kątów wielokąta jest równa sumie wszystkich kątów 
w trójkątach, tak że suma kątów każdego wielokąta wypu- 
kłego jest mniejsza od 2(n—2) kątów prostych. 

$ 27. Defekt i pole wielokąta. Różnica pomiędzy 2(n—2) kąta- 
mi prostemi oraz sumą Ś kątów wielokąta nazywa się defektem 
wielokąta. Jeśli więc przez d oznaczymy kąt prosty, będziemy mieli 

=2(n—2)d—8 
i w szczególności dla trójkąta 
0=2d—(x4+xB+<(C) . 

O defekcie istnieje twierdzenie: 

Defektwielokąta wypukłego P,będącegosumą Arot 
innych również wypukłych wielokątów P', P”, jest rów- 
ny sumie defektów tych dwuch wielokątów P’, P”. 


Á 


B 
Rys. 104. 


Niech będzie AB spólny bok dwuch wielokątów, n' liczba boków 

wielokąta P’, n” liczba boków wielokąta P". Będzie więc 
8! =2(n' —2)d—S' 
8'=2(n'—2)d—S" . 

Dodając stronami te równania, otrzymujemy 
(1) 8'+-8' =2(n'-+n" —4)d—(8S'+8'). 

Otóż, jeżeli A i B są również wierzchołkami wielokąta P=P'+-P", 
widoczne jest, że suma S kątów i liczba n boków wielokąta P są dane 
przez 

SS", n--n'—2, 
przeto wynika z (1) 
i +ò” =2(n—2)d—8 . 

Równość ta mówi bezpośrednio, że, 0'+-8 jest defektem wielo- 
kąta P. 

Gdyby dalej spólny wierzchołek B dwuch wielokątów nie był wierz- 
chołkiem wielokąta P, wówczas byłoby 
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S= D + S” —2d 3 


n=n'-Hn'—3 . 
Stąd wypada 
2(n—2)d—8= ... 2(n'+-n'—4)d—(S'+8') , 
czyli 
0=8'--0' . 

Analogicznie postąpilibyśmy w przypadku, w którym i A nie byłby 
wierzchołkiem wielokąta P. 

Pole wielokąta, stosownie do zwykłego poglądu, jest to wielkość 
tak podporządkowana wielokątowi, że pole sumy dwuch lub wię- 
cej wielokątów równa się sumie ich pól. Otóż w gieometrji 
hiperbolicznej defekt wielokąta ma właśnie powyższą własność, dotyczącą 
pól; możemy przeto przyjąć defekt za pole wielokąta. 


$ 28. Prostopadła spólna do dwuch prostych niesiecznych. 

Dwie proste nie przecinające sięinie równoległe ma- 
ja spólną prostopadłą, i tylko jedną. 

Niech będą a, b dwie proste nie przecinające się i nie równoległe, 
A i A, dwa punkty na a, zaś B i B, spodki prostopadłych, poprowadzo- 
nych z tych punktów na b. Gdyby było AB=4,B,, wtedy prostopadła 


pe 


Rys. 106. 


do b w punkcie środkowym odcinka BB, byłaby prostopadłą spólną do 
dwuch prostych danych. W innym przypadku jeden z odcinków AB, 
A,B, musi być większy od drugiego. Przypuśćmy, że A,B, >AB. Oznaczmy 
przez Q punkt niewłaściwy prostej A,4, leżący po stronie przeciwnej do 
A, względem A. Na B,A, weźmy odcinek B,A'=BA, i przez Æ popro- 
wadźmy po stronie © promień 4A'%', który tworzy z A'B, kąt równy 
x BAQ. Następnie połączmy punkty niewłaściwe ©, Q’ odpowiednio 
z Biz Bi. 

Dwa trójboki ABQ, A'B,9', mające boki AB, A'B, równe oraz kąty 
przy A i Æ równe, są sobie równe, skąd mamy 


xABO=xA'BL'. 
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A więc proste BQ, B9’, tworzące z prostą B,B kąty odpowiadające 
równe, nie są ani równoległe ani przecinające się. Tymsamym A'©” nie 
jest ani równoległą ani sieczną względem 5%. Teraz już łatwo dowieść, 
że A'Q' i AQ spotykają się. Istotnie, o ile prosta A'©' nie przecina boku 
A,A czworoboku 4,B,BA, w którym to przypadku byłoby stwierdzone 
nasze przypuszczenie, wtedy spotyka bok Ab trójboku AB©; a ponieważ nie 
spotyka boku BQ, przecina więc koniecznie bok trzeci, czyli AQ. 

Oznaczmy teraz przez M” punkt spólny prostych 49 i A%' a przez 
P’ spodek prostopadłej, poprowadzonej z M' do b. Na promieniu AQ 
obierzmy odcinek AM=A'MW, i niech będzie P spodkiem prostopadłej, po- 
prowadzonej z M do b. Łatwo stwierdzić równość dwuch czworoboków 
AMPB, AM'P'R, skąd wypada MP=M'P'. Jeżeli więc poprowadzimy 
z punktu środkowego odcinka PP’ prostopadłą do b, otrzymamy prosto- 
padłą spólną do prostych a, b. 

Utrzymuję dalej, że znaleziona spólna prostopadła jest jedyna. Istot- 
nie, gdyby istniała druga, mielibyśmy wówczas czworobok o czterech 
kątach prostych, co się sprzeciwia rezultatowi $ 25-go0. ż 

$ 29. Prosta łącząca dwa punkty niewłaściwe. 

Do dwuch promieni, wychodzących z jednego punktu 
i nie leżących na jednej linji prostej, można poprowa- 
dzić spólną równoległą. 


Rys. 107. 


Niech będą a, b dwa promienie, wychodzące z punktu O i nie leżące 
na jednej prostej, zaś ©, Q' odpowiednie punkty niewłaściwe. Weźmy na 
a i b odcinki OA, OB równe sobie, poczym poprowadźmy proste AQ', BO. 
Te dwie proste spotykają się (por. $ 8) w punkcie C, który oczywiście 
należy do dwusiecznej kąta x209. 

Z równości dwuch trójboków 40%, BOQ wynika równość kątów 
<0A8', X0BO' a dalej równość czterech kątów, otrzymanych za pomocą 
przepołowienia powyższych kątów odpowiednio prostemi a i b. 

Twierdzę, że proste a, b są niesieczne. 

W rzeczy samej, gdyby a i b' spotykały się, wtedy ich punkt prze- 
cięcia należałby do prostej o' (osi symetrji figury), a więc byłby jednako- 


Zagadnienia gieom. 19. 
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wo oddalony od czterech prostych a, b, A8', BQ. Otóż jedynym punktem 
jednakowo oddalonym od tych czterech prostych jest punkt przecięcia się 
dwusiecznych pasów (a, BQ) i (b, AQ’), to znaczy punkt wewnętrzny 
czworoboku AOBC; tymczasem proste a', b' leżą zewnątrz tego czworobo- 
ku. A więc a i b nie przecinają się. 

Ażeby dowieść, że a' i b” nie są równoległe, oznaczmy przez 4A' punkt 
przecięcia prostej a' z prostą 8B i poprowadźmy prostą AB. 

Trójkąt ACB jest równoramienny, skąd <CAB=<CBA, a zatym 
<A AB><ABA. W trójkącie A'AB, w którym kąt A jest większy od 
kąta B, będzie więc AA <A'B. 

Q Gdyby prosta a' była równoległa do b', wówczas 

trójbok SAA' miałby dwa kąty równe dwom kątom trój- 

boku, utworzonego przez odcinek A'B z prostemi a, b', 
a wskutek czego (por. § 10) byłoby A'A=4'B, co jest 
sprzeczne z nierównością dowiedzioną wyżej. 

Dochodzimy więc do wniosku, że a' i b” są niesiecz- 

A ne, a zatym mają prostopadłą spólną, która przecina te 

Rys. 108. dwie proste odpowiednio w punktach 4, i B.. 
Utrzymuję, że prosta Á B, jest równoległa do pro- 
mieni a, b. Ażeby tego dowieść, łączę 4, i b, z punktem ©. 

Z powodu, że AA,=BB, (jak to łatwo wynika z własności czworo- 
boku ABA,B,), i że <QAA,=Xx'BB, dwa trójboki 84A, i QBB, są 
równe sobie, równe są przeto kąty odpowiadające, które proste (4A,, QB, 
tworzą z prostą A,B;. Tak więc, gdyby proste £4,, QB, nie upadły na 
A,B,, wynikałoby stąd istnienie trójboku ©24,B,, w którym kąt zewnętrzny 
byłby równy przeciwległemu kątowi wewnętrznemu. Prosta A,B, prze- 
chodzi więc przez %, a tymsamym i przez %. 6. b. xdd. 

Z twierdzenia powyższego wynikają z łatwością wnioski następujące: 

Dwa punkty niewłaściwe wyznaczają linję prostą, 
itylko jedną. 

Z punktu niewłaściwego & możnapoprowadzić jedną 
i tylko jedną prostopadłą do danej prostej a. 

Pierwszy z tych wniosków nie jest niczym innym, jak tylko po- 
przedzającym twierdzeniem, inaczej wyrażonym: Ażeby otrzymać drugi, 
łączymy punkt niewłaściwy © z dowolnym punktem O prostej a za po- 
mocą promienia ÔQ i budujemy do niego symetryczny ze względu na a. 
Niech będzie ©%' punkt niewłaściwy tak wykreślonego promienia: prosta, 
łącząca © i Q’, jest szukaną prostopadłą. 


$ 30. Trójboki o dwuch i trzech wierzchołkach niewłaściwych. 
Niech będą ©, Q' dwa punkty niewłaściwe, a Č punkt właściwy; figura, 
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otrzymana przez łączenie po dwa z tych trzech punktów linjami proste- 
mi, nazywa się trójbokiem o dwuch wierzchołkach niewła- 
ściwych. 

Niech będą ©, ©, ©” trzy punkty niewłaściwe; figura utworzona 
przez proste 28, 9'9”, 070 nazywa się trójbokiemotrzech wierz- 
chołkach niewłaściwych. 

Analogicznie, jak w trójbokach o jednym wierzchołku niewłaściwym 
(por. X 10), można określić powierzchnie nowych trójboków, na które da- 
dzą się odrazu rozszerzyć twierdzenia S$ 10. Znajdujemy następujące kry- 
terja równości: 

Dwa trójboki o dwuch wierzchołkach niewłaści- 
wych są sobie równe, jeżeli mają równe kąty przy wierz- 
chołkach właściwych. 

To twierdzenie staje się widocznym przez rozłożenie dwuch trójbo- 
ków za pomocą prostopadłych, poprowadzonych z wierzchołków właści- 
wych na boki przeciwległe. 

Dwa trójbokio trzech wierzchołkach niewłaściwych 
są sobie równe. 

Ażeby dowieść tej własności, wystarczy zaznaczyć, że trójbok o trzech 
wierzchołkach niewłaściwych może być rozłożony na dwa trójboki pro- 
stokątne, z których każdy ma jeden wierzchołek właściwy i dwa nie- 
właściwe. 


$ 31. Własności kąta równoległości. Niech będą p, 4 dwa odcin- 
ki dowolne, i kąt x YOX niech będzie prosty. Na ramieniu OY wyzna- 
czamy dwa odcinki OP, OQ odpowiednio y 
równe p i q, poczym z punktów P, Q pro- 
wadzimy równoległe PP’, QQ do OX. Uży- 
wając wraz z Łobaczewskijem symbolu 
x(p) na oznaczenie kąta równoległości (por. 
ï 4), odpowiadającego odległości p, mieć bę- 
dziemy 


Q 


z(p) = x OPP’ 
zld) = OQY' . 
Mając teraz na uwadze twierdzenia 
o trójbokach ($ 24), widzimy, że prawdziwe 
są następujące twierdzenia 


Rys. 109. 


p=q.2 .c(p)=rc(q) 
Pp>q.2 .z(p)<z(q) 
p<q.2 .z(p)>T() * 
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Kąt równoległości jest więc funkcją malejącą odległości p. W szcze- 

gólności 
pE0, 5 MELE 

Odwrotnie, można uważać odcinek p jako funkcję kąta z(p). W rze- 
czy samej, obrawszy kąt ostry x QPP’, prowadzimy z punktu niewłaści- 
wego prostej PP' prostopadłą XO do OP (por. § 29); przez to samo zo- 
słanie wyznaczony odcinek OP, któremu odpowiada kąt równoległości 
< OPP". 
Ponieważ przy rosnącym p kąt równoległości się zmniejsza, i ponie- 
waż dla każdego kąta, dowolnie małego, istnieje zawsze odcinek odpo- 
wiedni p, możemy przeto napisać 

q(œ)=0 . 


$ 32. Własności ogólne horycyklów. 

Trzy punkty tego samego horycyklu nie leżą na jed- 
nej linji prostej. 

Niech będą 4, B, C trzy punkty horycyklu /, mającego środek %. Bę- 
dą wtedy prawdziwe następujące równości 


x0AB=x0BA 

> ZAC xACA 
<ABC=<ACB. 

B Gdyby trzy punkty 4, B, C leżały na 


jednej prostej, otrzymalibyśmy 
x0AB=<x<QBC , 


czyli równość pomiędzy kątem wewnętrznym 
i kątem zewnętrznym trójboku ABQ, wbrew 
twierdzeniu $ 24. 

W tym samym horycyklu albo w dwuch jakichkol- 
wiek horycyklach równym cięciwom odpowiadają rów- 
ne łuki. 

Zauważmy, że w celu dowiedzenia równości między dwoma łukami 
horycyklu wypadnie okazać możliwość ustalenia między ich punktami 
odpowiedniości jednojednoznacznej, takiej mianowicie, ażeby 
odcinek, łączący dwa punkty dowolne jednego łuku, był równy odcinko- 
wi, łączącemu punkty odpowiednie drugiego. 

Niech będą _AB i _A'B' dwa łuki horycyklu, w którym cięciwy 
AB i A'B' są sobie równe; odpowiedniość, o której mowa, można tak usta- 
lić: punktowi C łuku pierwszego podporządkowuje się punkt ©” drugie- 
go tak, żeby było 


Rys. 110. 


http://rcin.org.pl 


— MB 


xAAC=<0'4'C' . 


Łatwo wtedy sprawdzić, że jeżeli C i D są punktami łuku _AB, 
a ©, D' odpowiednimi punktami łuku _4A'B', wówczas istnieje równość 


odcinków 
OD= GT" , Ro 2 
z czego można wnosić 
„ĄAB=LA'B =: 

W sposób analogiczny można do- 
wieść, że 

Dwa jakiekolwiek hory- 8 
cykle są równe sobie. a 

Twierdzenia dowiedzione mogą być 
rozszerzone ną horysfery. w 


§ 33. Własności horycyklów spół- c 
środkowych. 

Między dwoma horycyklami o spól- 
nym środku © można ustalić odpowied- 
niość jednojednoznaczną za pomocą pę- 
ku niewłaściwego 8%. W tym celu wystarczy nazwać odpowiadające- 
mi sobie dwa punkty, które każda prosta przechodząca przez © wy- 
znacza na tych horycykliach. 

Jest rzeczą oczywistą, że: 

Jeżeli A, A; B, B; C, 0;.. są pary punktów odpowiadających sobie 
na dwuch horycyklach spółśrodkowych, wtedy odcinki AA, BB”, CC", ... są 
równe sobie. W rzeczy samej, dwusieczna pary, mającej za boki 
AA', BB', jest osią zarówno odcinka AB jak i odcinka A'B’, punkty A 
i A' są więc symetryczne do B i B' względem tej dwusiecznej. A zatym 
AA' =BB. 6. D. dz d: 

Dwa łuki horycyklów spółśrodkowych nazywają się odpowiada- 
jącemi, jeżeli końce jednego łuku odpowiadają końcom drugiego. Istnie- 
je twierdzenie następujące: 

Łuki horycyklu są proporcjonalne do łuków odpo- 
wiednich każdego horycyklu spółśrodkowego. 

Istotnie, łukom równym pierwszego horycyklu odpowiadają łuki 
równe drugiego; sumie dwuch łuków pierwszego odpowiada suma dwuch 
łuków odpowiednich drugiego, więc i t. d. 

Niech będą u,v dwa łuki horycyklu l; w, v’ dwa łuki odpowiednie 
na horycyklu /, spółśrodkowym z l. Wtedy, na mocy twierdzenia poprze- 
dzającego, istnieć będzie proporcja 


8' 
Rys. 111. 


http://rcin.org.pl 


— 294 — 


, 
, 


u:v==u':l 


Biorąc pod uwagę, że cztery łuki u, v, w, v’ są wielkościami jedno- 
rodnemi, możemy z tej proporcji wyprowadzić inną u:u=bv:v'. To 
znaczy: 

Stosunek między dwoma łuka- 
miodpowiadającemisobiena hory- 
cyklach spółśrodkowych jeststały. 

Ażeby znaleźć wartość liczebną tego sto- 
sunku, oznaczmy przez « odległość dwuch 
horycyklów i załóżmy 


l r A 


(1) BL ESL) 
Oznaczając przez I” trzeci horycykl, 
zwy spółśrodkowy z dwoma poprzedniemi, przez 
Rys. 112. y odległość pomiędy I! i W i przez u” łuk 


horycyklu l”, odpowiadający łukowi u hory- 

cyklu /', dostaniemy i 
(2) w:u=f(y) . 

Z drugiej strony łukowi u horycyklu I odpowiada łuk u” horycyklu 
l”, odległość zaś pomiędzy l i I” jest «--y. Stąd 
(3) u:u' =f(xc+y) . i 

Rugując z trzech równań (1), (2), (3) łuki u, w, u”, otrzymujemy 
równanie funkcyjne 

[(c-ry)=[(x) - [(Y) - 

Jedyna funkcja ciągła, czyniąca zadość temu równaniu, jest funk- 

cja wykładnicza, wskutek czego mieć będziemy 


NE) > 
. 1 
albo, nadając stałej a postać e* 
T 
PE EOE o": 
Dla xv=k stosunek dwuch horycyklów spółśrodkowych jest równy 
e, czyli zasadzie logarytmów naturalnych. 


Występująca tu liczba k jest parametrem gieometrji hiper- 
bolicznej. 

$ 34. Wzory trygonometryczne dła trójboku prostokątnego. 
Niech będzie ABT trójbok, prostokątny przy B i mający wierzchołek nie- 
właściwy T; z wierzchołka A prowadzimy prostopadłą AQ do płaszczyz- 
ny trójboku i łączymy punkt niewłaściwy © z punktami B i F. 
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Zbudujmy dalej horyslerę, mającą środek © i promień QA i wy- 
znaczmy punkty B’, C’, w których ta horysfera przecina odpowiednio 
proste QB, QT. Punkty A, B.C” są wierz- 
chołkami trójkąta horysferycznego, które- 
go boki (horycykliczne) oznaczymy przez 
a, b, c, a kąty przez a, B; 4. 

Badając figurę, znajdujemy zależności 
następujące: 

a=% BAT 
B= dle; 
następnie, biorąc pod uwagę, że gieome- 
trja horysferyezna jest identyczna z gieo- 
metrją płaską euklidesową, otrzymujemy 
dalsze zależności: 


(1) 4=d—a , 
a Rys. 113. 
Tie myc ŻE 
tang LEZA A: ; 


Poprowadźmy teraz na płaszczyźnie BQIľ horycykl o środku © i pro- 
mieniu QB, i oznaczmy przez C jego punkt przecięcia z prostą QP. 

Z równości dwuch trójboków SAT, QBT, z których jeden jest pro- 
stokątny przy A, drugi przy B (por. $ 30), wynika, że łuk horycyklu 
—4BC, jest równy łukowi horycyklu LAC) czyli bokowi b trójkąta ABC. 
Z drugiej strony, jeżeli y oznacza odległość dwuch horycyklów spółśrod- - 
kowych —BC,, LBC”, będzie na zasadzie paragrafu poprzedzającego 

y 
(2) b:a=e¥. 

Rozpatrzmy teraz figurę płaską, 
którą otrzymujemy, kładąc trójbok 
ABQ na płaszczyznę trójboku AQT 
(za pomocą obrotu dokoła prostej 
AQ). Łuki b, c ułożą się w ten spo- 
sób, że tworzyć będą jeden łuk hory- 
cykliczny, mający końce w punktach 
B',C. Poprowadźmy teraz z ľ pro- 
stopadłą do BQ i oznaczmy jej spo- 
dek przez B”. Trójboki TB”B, QAB, 
prostokątne przy B” i A, są równe, 
gdyż mają kąt B spólny; będzie więc 

Rys. 114. BB"=BA. Oprócz tego z równości 
dwuch trójboków prostokątnych TAQ, 
FB'"Q wynika równość pomiędzy łukiem horycyklicznym _C'A=bi łukiem 
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<B” C”. Stosując do łuków LCB' i LC'B" twierdzenie § 33-go i kładąc 
AB=c, skąd B”B' =c-y, otrzymamy 
SLA 
(3) (bebe kn 
Rugując z równań (1), (2), (3) łuki a, b,c, otrzymujemy 


2 
(4) tinsa a=" 


Jest to wzór trygonometryczny, wyrażający zależność pomiędzy ele- 
mentami æ i c trójboku prostokątnego. Można go jeszcze przekształcić 
przez wprowadzenie funkcji hiperbolicznych. 

W rzeczy samej, ponieważ 


d ERLA 
R E T 
Ch = 9 czai E 
przeto z (4) będzie 
Y c gy RL. 
A = sina 


W sposób analogiczny otrzymujemy 
e e 


> k 
SiE ; ze 
k 2 anga 


Dzieląc stronami to równanie przez poprzednie, dostajemy wzór 
; ; c 
trzeci, w którym występuje Thx e 


Ostatecznie więc zależność trygonometryczna zasadnicza dla trójbo- 
ku prostokątnego może przyjąć jedną z trzech postaci następujących 


é 1 1 
Ae a R E 
A 'k tanga  tangr(c) 
Ç 1 1 
CI — = ża "O a j Ẹ i 
(©) "R sina sinz(c) (a =z(c)) 


c 1 
Jii = = TC 
h TRE cosz(c) 


$ 35. Wzory trygonometryczne dia trójboku jakiegokolwiek. 
Niech będzie ABT trójbok dowolny, którego kąty przy A i B oznaczymy 
przez æ i ß, a odcinek AB przez c. 

Występują tu dwa przypadki, zależnie od tego, czy spodek H pro- 
stopadłej, poprowadzonej z I' do prostej AB, należy do odcinka AB, czy 
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też do jego przedłużenia. W dalszym ciągu stosować się będziemy w szcze- 
gólności do przypadku pierwszego. 
Ponieważ c=AH--HB, przeto ze znanych własności funkcji hiperbo- 
licznych wynika 
> A BH 31 
RE ZKE + e GE. 
k k k k 
Stosując teraz do trójboków prostokątnych AHT, BHU wzory (I) pa- 
ragrafu poprzedzającego, możemy wyrazić funkcje hiperboliczne argumen- 


Hp: meme anawa anawa 


Rys. 115. 


tów AH i BH za pomocą funkcji kołowych argumentów 2 i £, i otrzy» 
mamy w ten sposób 


Sny 1 1 1 1 cosa- cosß 
— tanga sinę tang sina sina. sing 
W sposób analogiczny można znależć dwa wzory na 
Cc. c 
Ch>i na Th% . 
k k 
Otrzymujemy więc następującą grupę wzorów: 
„€  cosa--cosf 
Sh = 7 SZIR 
k . sina.sing 
| --cosa. . cosĝ 
sina . sinf 


(M | Chę= ; 
ES (07 cosĝ 


TI ; 
TE -++ cosa .cosĘ 


§ 36. Wzory trygonometryczne dla trójkąta prostokątnego. 
Weżmy teraz trójkąt prostokątny ABC, którego wszystkie trzy wierzchołki 
są punktami właściwemi; Č niech będzie wierzchołkiem kąta prostego, 
a punkty niewłaściwe prostej CB niech będą Q i ©. Przypuśćmy, że B 
leży pomiędzy C i Q. Połączmy Az 8i poprowadźmy z © prostopadłą 
QD do prostej AB. Oznaczmy przez D spodek tej prostopadłej, a przez I 
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odcinek BD. Oznaczając kąt równoległości sposobem Łobaczewskija, 
otrzymujemy z figury zależności następujące: 
z(b) ==<CAQ , 
z(cHl)=<DAQ , 
z których wynika: 
(1) z(b)=a--z(c--l) . 


D 
Rys. 116. 


Połączmy A z Q’, poprowadźmy z % prostopadłą do AB i oznacz- 
my jej spodek przez £. 
Z równości dwuch trójboków RD, BĘ% wynika: 


EBS DBE: 
Z drugiej strony, ponieważ 
z(b)=<'AC; x AE=r(c—l) ; 
przeto otrzymamy drugą zależność: 
(2) z(b)=z(c—D—a , 


Rys. 117. która jest prawdziwa jeszcze i w tym przypadku, 
jeżeli Æ padnie na A. Gdyby wreszcie punkt Æ 
padł, zamiast na odcinek AB, na jego przedłużenie, mielibyśmy 


(2) z(b)=2d—u—r(l—c) , gdzie przez d oznaczyliśmy 
kąt prosty. 

Jeżeli teraz przyjmiemy jako określenie: 

x(—p)=2d—z(p) , 

wówczas wzór (2') może być również napisany pod postacią (2). 

Z równości (1) i (2), których prawdziwość została dowiedziona dla 
każdego przypadku, dodając je do siebie i odejmując, wyprowadza się 
jeszcze dwie inne: 
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(3) 2: KAS Lz(c-0 


(4) a= Tc —l)—r( c4 [7 l) í 


Weżmy teraz pod uwagę wzór (3). Biorąc dostawy obu stron, znaj- 
dziemy: 
cos 2.x(b)=cos z(e—l). cos z(c-+l)—sin z(c—l) sin zr(c+1) . 


albo też: 

2 sin ?z(b) = 1—cos z(c—1). cos z(c--1)--sin z(c—l). sin z(cHl) . 

To ostatnie równanie można łatwo przekształcić za pomocą wzo- 
rów (I) str. 298: 


GHS: A> ZE SKL 
2 > k k 
STR zd A E] cl 
3, YZ cat 
C T ch” k ECH k 
Po rozwinięciu i zredukowaniu otrzymamy 
l 
YESS: 
ER Ch ko B 
à Bu. R y 
Ch*Ę Che. . Ch*ę -— Sh, „ She =- 
skąd 
b c c l 
EZ BEZ "PRE 
Ch k Ch I k Th > 


Powracając teraz do naszych dwuch ostatnich figur, widoczne jest, 
że q(l)=ß, skąd na mocy (I) będzie: 


Th =cos r(b)=cos ß . 


Można tedy zależność poprzednią tak napisać: 
b c 
2 — CIT sin. 
Sh T Sh i sin?ĝ 


Wyciągając jeszcze pierwiastek stopnia drugiego i pamiętając, że 
funkcje Shi i Sh? , sin ĝ są dodatnie, otrzymuje się ostatecznie 


b c 
Sh> = Sh- .sin$g . 
k k P 
To jest jeden z wzorów zasadniczych trójkąta prostokątnego. Drugi 
wzór, od tego niezależny, wyprowadza się, zamieniając b i $ na a i a. 
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Ażeby otrzymać trzeci wzór, znowu niezależny od znalezionych po- 
przednio, weźmy za punkt wyjścia równanie (4) i znajdźmy dostawy obu 
stron. W ten sposób otrzymamy zależność 


cosża=cosz(c—l) . cosz(c+-1)+-sinz(c—1) . sinz(c--l) . 


Przekształcając to równanie, jak to robiliśmy poprzednio w przy- 
padku analogicznym, otrzymamy 


Chi =ctga .ctgf . 


Dla trójkąta prostokątnego będą więc prawdziwe następujące trzy 
Wzory: 


IFE c z 
Shę =Shz - sina 
(IIa) sh? =Sh; . sing 


Ch, =ctga . ctgf . 


Przez odpowiednie kombinowanie tych wzorów pomiędzy sobą moż- 
na wyprowadzić jeszcze inne. 

Zauważymy jednak, że te nowe związki mogą być wyprowadzone 
prędzej za pomocą następujących Ffozumowań. 

Niech będzie K promień kuli euklidesowej, i ABC trójkąt kulisty 
prostokątny, leżący na tej kuli. Dla trójkąta ABC będą prawdziwe wzory 


RAP ACUAN i 
sin =Sin— : sin 
k k 


ó ET AĆ ; 
(Ia) sing =sin>_ : sing 


cos, =ctga. ctgß . 


Pamiętając, że 
sinir=iShx; cosix=Chx; tangix=iThæ , 


gdzie i=V—1, widzimy, że zamiana k na ik przekształca wzory (Ma) 
na (la). A ponieważ wszystkie wzory dla trójkątów prostokątnych kuli- 
stych otrzymuje się z wzorów (Ia) za pomocą rugowania, można więc 
odrazu przejść od wzorów trójkątów kulistych prostokątnych do trójką- 
tów prostokątnych płaszczyzny hiperbolicznej, zamieniając k na ik i ro- 
biąc użytek z zależności pomiędzy funkcjami kołowemi i hiperbolicz- 
nemi. 
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Dostaniemy w ten sposób nowe grupy wzorów 


cosa=sin$ . Ch Ę 
(IIIb) ) b 
| cosĝ=sina . Ch k 


| Th i = Th? . cosf 


(Ile) 
| Th AR | 5 cos a. 
i Sosa 
Ch$= Ch ŚCHŹ 
(IId) ihg Ch CIR * 


§ 37. Wzory dla trójkątów ukośnokątnych. 

Sposoby, za pomocą których można w trygonometrji kulistej wy- 
prowadzić z wzorów trójkąta prostokątnego wzory dla trójkątów ukośno- 
kątnych, dadzą się zastosować do wyprowadzenia wzorów trygonome- 
trycznych płaszczyzny hiperbolicznej. 

Ażeby prościej jeszcze dojść do celu, wystarczy, stosownie do uwagi 
uczynionej w końcu paragrafu poprzedzającego, zastąpić k we wzorach 
trygonometrji kulistej zwykłej przez ik i t. d. Dostaniemy tym sposobem 
następującą grupę wzorów zasadniczych dla trójkątów jakichkolwiek 


l AE : ś 
Sh : Sh i ; Sh =sina:sinf:sinq 


a b GE b 
(Iv) Ch; h Ch, Sh k Shy, cosa 
cosa =— cosf . cosy -+sinẹẸ . siny. Ch 7 : 


$ 38. Trygonometrja zwykła jako przypadek graniczny trygo- 
nometrji hiperbolicznej. Wychodząc z wzoru drugiego grupy (IV), pod- 
stawimy, zamiast funkcji hiperbolicznych boków, odpowiednie rozwinię- 
cia na szeregi. Otrzymamy 

a’ at b? DS ) c (kk) AE e 
RE * giki =(1--aqa PAE | i ( terge " | A 
b b3 c c? 
-Í +: 3 + ..) r ( de z sps ~.) : cosa= 


i b? c? : be bic b 3 
z) ( „ane au" =) 2 (e +3 * Bik" RER 
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Odejmując od obu stron po jedności i mnożąc je następnie przez 
2k?, dostaniemy 
a?+- ... =b?-+-c—?2bc. cosa+ ..., 


gdzie wyrazy nienapisane mają w mianowniku k w potędze wyższej od 
jedności. Tak więc, przechodząc do granicy przy k=co, znajdziemy 


a*=b?*--c?—2bc.cosa , 


to jest wzór zasadniczy trygonometrji zwykłej. 

Weźmy pod uwagę na płaszczyźnie hiperbolicznej taką dziedzinę, 
w której największa długość odcinka może być uważana za nieskończe- 
nie małą względem k. Wówczas wzory, wyprowadzone przy założeniu 
k=o, dadzą, pominąwszy wielkości nieskończenie małe drugiego rzędu, 
związki trygonometryczne dotyczące tej dziedziny. 

Fakt ten zazwyczaj tak się wypowiada: 

W otoczeniu nieskończenieblizkimpunktu na płasz- 
czyżźnie hiperbolicznej prawdziwe są wzory trygono- 
metrji zwykłej. 

Możemy w tym miejscu zaznaczyć istotny charakter postulatu V-go 
Euklidesa. Fakt, że gieometrja euklidesowa sprawdza się, w granicach 
doświadczenia, na płaszczyźnie fizycznej, nie pociąga za sobą konieczno- 
ści, ażeby ta płaszczyzna była dokładnie płaszczyzną euklidesową; 
mogłaby być płaszczyzną hiperboliczną z parametrem k tak wielkim, że 
błędy, popełnione przez założenia k=oo, byłyby mniejsze od błędów 
doświadczenia. Przypuszczenie istnienia jednej tylko równoległej jest więc 
w tym przypadku równoważne z uproszczeniem teorji, bez wprowadzania 
do niej zmian, dających się ocenić doświadczalnie. 

Postulat V Euklidesa występuje więc jako postulat 
upraszczający. 

$ 39. Trygonometrja kulista. Zakończymy ten krótki przegląd 
dziedziny gieometrji hiperbolicznej wyprowadzeniem wzorów trygonome- 
trji kulistej. 

Niech będzie ABC trójkąt kulisty, prostokątny przy (, o przypro- 


stokątnych mniejszych od 5; O niech będzie środkiem kuli. Ażeby zna- 


leżć wzory trygonometryczne dla trójkąta ABC, postąpimy tak samo, jak 
to się czyni w gieometrji euklidesowej. Z A prowadzimy prostopadłą AC” 
do OC; z C’ prowadzimy prostopadłą C'B' do OB; następnie łączymy 
punkty B' i A. 

Z trójkątów prostokątnych (OAC'”, AC'B, OBA otrzymujemy 
związki 


http://rcin.org.pl 


— 303 — 


sinb = Sh : Sh > : 
sinp= SR: Sh”, 
sinc= „Al Sh ; 
które, połączone odpowiednio z sobą, Rys. 118. 


dają 
sinb=sinf .sinc. 


Zamieniając b i B na a i a, otrzymuje się 
sina=sina .sinc . 


Ażeby wyprowadzić wzór trzeci, niezależny od obu już znalezionych, 
wyjdziemy z następujących zależności, dotyczących trójkątów płaskich, 
które mamy na figurze: 


! We "pr >! 

GkŚC.. Sh FAA Ch C'B' gn? E 
cosb ER: R ; COSa= zak ERD 
RE ALLO 

k k 
AB' OB' 
Ch- k x Sh Y7 wY po" 
COSC= — k DA k. Ch za =6h e - Ch C 3 
Sh z 


Rugując funkcje hiperboliczne odcinków 4C, OC,C'B i t d, 
otrzymujemy 
cosa . cosb=cosc . 
Wzory w ten sposób znalezione 


sina=sina . sinc 


, 

sinb=sinf . sinc , 

cosc=cosa . cosb , 
są identyczne z wzorami zwykłej trygonometrji kulistej. A ponieważ cała 
trygonometrja kulista wyprowadza się z tych wzorów, dochodzimy przeto 
do wniosku, że 


Zwykła trygonometrja kulista jest niezależna od V 
postulatu Euklidesa. 
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Gieometrja eliptyczna. 


$ 40. Własności zasadnicze płaszczyzny eliptycznej. Za podsta- 
wę nowej gieometrji przyjmiemy te postulaty metryki euklidesowej, któ- 
re są niezależne od hipotezy, że linja prosta jest linją otwartą, i dołączy- 
my do nich hipotezę podstawową gieometrji eliptycznej: dwie proste 
leżące na jednej płaszczyźnie mają punkt spólny. 

Jedną z pierwszych konsekwencji, wynikających z tych założeń, jest 
istnienie odpowiedniości jedno-jednoznacznej pomiędzy punktami prostej 
i prostemi pęku. W ten sposób linja prosta przedstawia się intuicyjnie 
jako linja zamknięta. Dwa jej punkty nie wyznaczają więc jednego 
tylko odcinka, lecz dwa odcinki. Dwa takie odcinki, mające końce spól- 
ne w dwuch punktach oznaczonych, nazywają się przyległemi. 

Inna bezpośrednio wypływająca własność płaszczyzny . eliptycznej 
jest ta, że linje proste nie dzielą jej na dwie części. W rzeczy 
samej, obierzmy na płaszczyźnie dwa punkty dowolne A, B i linję pro- 
stą r, nie przechodzącą przez nie; z dwuch odcinków, mających końce 
w Ai B, jeden i tylko jeden spotyka r, przebiegając więc odcinek nie 
przecinający r, można przejść od A do B, nie przechodząc przez r. 
A więc: 


, 


Płaszczyzna eliptyczna nie jest, jak płaszczyzna eu- 
klidesowa i płaszczyzna hiperboliczna, jednokrotnie 
spójną. 

Należy ją natomiast nazwać dwukrotnie spójną, gdyż 
dwie proste jakiekolwiek, do niej należące, zawsze ją 
dzielą na części. 

W rzeczy samej, dwie proste r i s, należące do płaszczyzny eliptycznej, 
mają pewien punkt spólny O. Jeżeli A i B są dwa punkty dowolne pła- 
szczyzny, wtedy jeden z dwuch odcinków przyległych a i a, wyznaczonych 
przez te punkty, przecina r; tym odcinkiem niech bę- 
dzie np. a. Gdyby drugi odcinek a’ przecinał s, byłoby 
tym samym ustalone, że nie można przejść od A do B, 
nie krzyżując żadnej z obu prostych. Jeżeli się dalej 
zdarzy, że a przecina obie proste w punktach œ, ®©, 

Rys. 119. wtedy obierzmy punkt P odcinka RS, należącego do a, 

i punkt Q, leżący na a. Widoczne jest teraz, iż ażeby 
przejść od P do Q, trzeba skrzyżować jedną z prostych danych, lub 
drugą. 
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Wynika stąd, że przez wykonanie dwuch cięć wzdłuż prostych ri s 
płaszczyzna zostanie podzielona na części, nie łączące się z sobą. 

Badanie więcej drobiazgowe okazałoby, że tych części jest dwie, i że 
każda z nich stanowi kąt. Podług poglądu euklidesowego, kąt występu- 
jący w gieometrji eliptycznej należałoby przedstawić jako sumę dwuch 
kątów przeciwległych. 

Dwa kąty, wyznaczone na płaszczyźnie przez proste r, s, nazywają się 
przyległemi do siebie. Jeżeli oba kąty przyległe są równe, wtedy 
każdy z nich jest prosty, a ramiona ich tworzą parę prostych 
prostopadłych. 


$ 41. Biegunowość bezwzględna płaszczyzny eliptycznej. Może- 
my w gieometrji eliptycznej odrazu zachować jako ustalone te twierdzenia, 
które w układzie euklidesowym są niezależne od nieskończoności 
linji prostej i od postulatu o równoległych; np. kryterja 
równości dwuch trójkątów i t. d. 

Przechodzimy więc do znalezienia tych własności płaszczyzny elip- 
tycznej, dla których niema odpowiednich w płaszczyźnie euklidesowej. 

Wszystkie prostopadłe do prostej zbiegają się w jed- 
nym punkcie. 

Niech będzie R punkt przecięcia prostopadłych w A i B do prostej 
r=AB. Zbadajmy dwa trójkąty równoramienne, mające za spólną pod- 
stawę jeden z dwuch odcinków 4B i wierz- 
chołek spólny R; te trójkąty są równe (2° kry- 
terjum równości), skąd wynika równość wszyst- 
kich czterech boków, idących od R prostopadle 
do spólnej linji podstawy. Wypada z tego, że 
punkt R i prosta r dzielą dwie proste AR, BR 
na części równe. Połączmy teraz R z punktem 
dowolnym C prostej r. Otrzymamy dwa trójką- 
ty prostokątne, które mają bok spólny CA, 
wierzchołek wspólny Æ i dwa boki równe, któ- Rys. 120. 
rych końcami są punkty A i R. 

Otóż, na mocy 18° kryterjum równości, dwa te trójkąty są sobie 
równe, skąd wynika równość dwuch kątów y i y (patrz rysunek), ma- 
jących wierzchołek spólny C. Ale y i y są kąty przyległe, a więc 
4 =1=d; zatym prosta AC jest prostopadła do r. 

Tymsamym dowiedliśmy, że wszystkie proste, łączące R z punktami 
prostej r, są do r prostopadłe, czyli że wszystkie prostopadłe do prostej r 
zbiegają się w punkcie R. 


R 


Zagadnienia gieom. 20 
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Z przedstawionego tu rozumowania wynika jeszcze, że wszystkie od- 
cinki, łączące R z różnemi punktami prostej r, są sobie równe, i żę każdy 
z nich jest równy półprostej. Stąd wynika, że 

Końce niespólne wszystkich półprostych, wycho- 
dzących z jednego punktu, leżą na jednej prostej. 

Niech będzie AB odcinek dowolny. Wszystkie prostopadłe do prostej 
AB, poprowadzone z punktów tego odcinka, przechodzą przez pewien 
punkt P i należą do kąta x APB, który się nazywa kątem towarzy- 
szącym odcinkowi ÁB. 

Punkt, w którym zbiegają się wszystkie prostopadłe do prostej, na- 
zywa się biegunem prostej; prosta na- 
tomiast nazywa się biegunową punktu. 

Istnieje twierdzenie następujące: 

P Jeżeli prosta p przechodzi 
przez biegun È prostej r, wtedy 
biegun F prostej p należy dor. 

ZA W rzeczy samej, prostopadła do p, 
Rys. 121. poprowadzona przez R, spotyka r w ja- 
kimś punkcie P. Jestto właśnie biegun 

prostej p, gdyż zbiegają się w nim dwie prostopadłe do p. 

Łatwy wniosek z powyższego twierdzenia jest następujący: 

Jeżeli prosta pwykreśla pęk, wtedy jej biegun wykre- 
śla linję prostą, która jest biegunową wierzchołka pęku. 

Dwa punkty nazywają się sprzężonemi, jeżeli każdy z nich leży 
na biegunowej drugiego; dwie proste nazywają się sprzężonemi, jeżeli 
każda z nich przechodzi przez biegun drugiej. Widoczne jest, że 

Dwa punkty sprzężone dzielą prostą, która je łączy, 
na części równe; dwie proste sprzężone dzielą pęk przez 
nie wyznaczony na dwa kąty (proste) równe. 


R 


Ustalona powyżej odpowiedniość między punktami i prostemi płasz- 
czyzny ma wszystkie graficzne własności biegunowości, które się roz- 
patruje w gieometrji rzutowej. 

Odpowiedniość ta nazywa się biegunowością bezwzględną 
płaszczyzny. 

$ 42. Prawo dwoistości na płaszczyźnie eliptycznej. Okażemy 
teraz, jak w gieometrji eliptycznej prawo dwoistości gieometrji rzu- 
towej może jeszcze być zastosowane do własności miarowych. 

Ażeby osiągnąć ten rezultat, wypada poświęcić kilka słów sposobowi 
odnajdywania figury dwoistej do figury, w której się rozpatruje od- 
cinki i kąty. 
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Niech będzie ACB oznaczony odcinek prostej o, © jego 20 zaś 
, b biegunowe jego końców 4, B. 

Oznaczając przez A', B’ punkty, w których a, b spotykają o, widzi- 
my, że dwie pary punktów 4, B; A, B' 
nie rozdzielają się wzajemnie. 

W rzeczy samej, jeżeli odcinek 
ACB jest większy od półprostej, wów- 
czas punkty A’, B' należą do tego od- 
cinka; jeżeli odcinek ACB jest równy 
półprostej, wtedy Æ’ padnie na B, a B' 
na 4; jeżeli wreszcie ACB jest odcin- 
kiem mniejszym od półprostej, naten- 
czas oba punkty A”, B' upadną na odcinek przyległy do odcinka ACB. 

Z dwuch odcinków, które punkty Æ’ i B’ wyznaczają na o, wybierz- 
my ten, który zawiera odcinek ACB, lub też sam jest w nim zawarty. 
Jest rzeczą jasną, że suma dwuch odcinków ACB, A'CB' równa się całej 
prostej. Nazwijmy teraz kątem biegunowym odcinka c=ACB kąt 4, 
sprzężony z odcinkiem c=4'CB. Odwrotnie, odcinek c nazywa się od- 
cinkiem biegunowym kąta y. 

Jeżeli ustalimy jako jednostkę miary kątów kąt prosty i jako jed- 
nostkę miary odcinków półprostą, wówczas pomiędzy długością c odcinka 
a wielkością y jego kąta biegunowego istnieć będzie zależność: 


Rys. 122. 


EFYZŻ 


Z powyższego widać, że kąty i odcinki, które podlegają rozpatry- 
waniu w figurze biegunowej F’, są to kąty i odcinki biegunowe 
odcinków i kątów figury F. Jest więc widoczne, że jeżeli w figurze F 
pewne odcinki lub kąty są sobie równe, wtedy muszą być równe 
sobie pewne kąty lub odcinki figury F’; innemi słowy: związek rów- 
ności zachowuje się przy przekształceniu biegunowym, 
tylko że zachodzi między kątami, jeżeli istniał między 
odcinkami, i odwrotnie. Jeżeli natomiast dwa odcinki a, b figury 
F” czynią zadość związkowi a<<b, wtedy odpowiednie kąty a/, 8’ w figurze F” 
czynią zadość zależności au'<f'; to znaczy: przy przekształceniu 
biegunowym nierówności zmieniają zwrot, i zachodzą 
między kątami, jeżeli były dane dla odcinków; i od- 
wrotnie. 

Mając na uwadze rezultaty, do których przyszliśmy, widzimy, że 
każdej własności miarowej w figurze Fodpowiada włas- 
ność miarowa figury biegunowej F’, dająca się otrzymać 
przez zamianę w twierdzeniu, dotyczącym F, wyrazu 
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„punkt* na wyraz „prosta*, wyrazu „odcinek* na wyraz 
„kąt, wyrazu „większy* na wyraz „mniejszy*, i przez 
wprowadzenie takich modyfikacji słów, jakie zamiany 
powyższe pociągają za sobą. 

Uwaga. Zauważmy analogję zupełną między płaszczyzną eliptyczną 
a wiązką (zbiorem prostych i płaszczyzn, przechodzących przez jeden 
punkt). Biegunowości na płaszczyźnie eliptycznej odpowiada w wiązce 
biegunowość bezwzględna, która każdej prostej podporządkowuje 
płaszczyznę do niej prostopadłą. 

W biegunowości takiej każdemu dwuścianowi odpowiada określony 
kąt, który się otrzymuje przez poprowadzenie z wierzchołka wiązki (na- 
leżącego do krawędzi dwuścianu) prostopadłych do każdej ściany dwu- 
ścianu w tę stronę, z której się znajduje druga ściana. Pomiędzy kątem 
linjowym a (przecięciem normalnym) dwuścianu i kątem a' tak zbudo- 
wanym istnieje, jak wiadomo, ta sama zależność «--a' =2d, którą usta- 
liliśmy dla elementów odpowiednich na płaszczyźnie eliptycznej. 

Na kuli, mającej środek w wierzchołku wiązki, kątom płaskim 
wiązki odpowiadają łuki kół wielkich; kątom dwuściennym wiązki od- 
powiadają kąty na kuli, biegunowości wiązki — biegunowość na kuli. 
Istnieje więc na kuli, jak to zresztą wiadomo, prawo dwoistości, ana- 
logiczne do prawa, którego istnienie skonstatowaliśmy dla płaszczyzny 
eliptycznej. 


$ 43. Suma kątów trójkąta i wielokąta. Zacznijmy od następują- 
cego twierdzenia pomocniczego. 

W trójkącie prostokątnym kąt, leżący naprzeciw 
jednej z przyprostokątnych, jest ostry, prosty lub roz- 
warty, zależnie od tego, czy ta przyprostokątna jest 
mniejsza, równa czy większa od półprostej. 

Niech będzie ABO trójkąt prostokątny przy C, a P niech będzie 


A biegunem boku AC. Zależnie od tego, czy bok 
CB jest mniejszy, równy czy większy od półpro- 
stej, punkt P należy do przedłużenia odcinka CB, 

c 3 P albo też zlewa się z B, albo wreszcie leży na CB. 

Rys. 123. Połączywszy punkt P z punktem 4, przekonamy 


się o prawdziwości następujących twierdzeń: 
OBZĆB 3. S-CABZCA BA: 
CBS CED xCAB=<CAP ; 
CB CFR DA CABS SCAP: 


Otóż, ponieważ P jest biegunem odcinka AC, przeto odcinek CP 
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równa się półprostej, x CAP jest kątem prostym. Twierdzeniom napisa- 
nym wyżej można więc nadać postać: 


CB<półprostej . 2. <CAB<d ; 
CB=półprostej. D. «CAB=d; 
CB> półprostej . D. <CAB>d, a. b. ded: 


To twierdzenie pomocnicze łatwo odwrócić. 

Dowiedziemy teraz, że suma kątów trójkąta prostokątne- 
go jest większa od dwuch kątów prostych. 

Jeżeli przynajmniej jedna z przyprostokątnych jest równa lub więk- 
sza od półprostej, wtedy przeciwległy jej kąt jest prosty lub rozwarty, 
tak więc suma kątów trójkąta w tych przypadkach przewyższa oczywi- 
ście dwa kąty proste. Jeżeli dalej obie przyprostokątne są mniejsze od 
półprostej, rozumować będziemy w ten sposób: 

Ze środka M przeciwprostokątnej AB prowadzimy prostopadłą do 
przyprostokątnej AX. Spodek N prostopadłej należy 
do tej przyprostokątnej. 


 Oznaczmy teraz przez P biegun prostej MN, ab 
a przez N” punkt przecięcia prostych PB i MN. P za 
W ten sposób wyznaczyliśmy trójkąt MN'B, prosto- 


kątny przy N' i równy trójkątowi AMN. Będziemy 
więc mieli zależność 


NAB 


xMAN=x MBN', 
skąd, dodając do obu stron kąt x ABC, otrzymujemy 
<ABC--<MAN=XPBC . 


Ale w trójkącie prostokątnym PBC przyprostokątna PC=PN--NC jest 
większa od półprostej; a zatym, wskutek dowiedzionego wyżej twierdze- 
nia pomocniczego, mieć będziemy 


<PBC>d, 


tak więc poprzednia równość kątowa, w połączeniu z tą nierównością, 
da nam 
<ABC--MAN>d . 


W trójkącie ABC suma kątów <A i =<B jest większa od kąta pro- 
stego, skąd wypada bezpośrednio: 


xA+xB+xC>2d , c. D. d'd. 
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Twierdzenie tylko co dowiedzione może być odrazu rozszerzone na 
trójkąty nieprostokątne. Istotnie, niech będą B i C wierzchołki dwuch 
kątów tego samego typu, to znaczy dwuch ką- 


3 tów ostrych lub dwuch kątów rozwartych; H niech 
będzie środkiem prostopadłej, poprowadzonej 
M €C z wierzchołka A do boku BC. Punkt H należy do 
1 odcinka B(, i w dwuch trójkątach prostokątnych 
Rys. 125. ABH, ACH prawdziwe będą zależności: 


xB+XxBAH>d , 
xXCHxCAH>d . 


Dodając stronami, znajdujemy: 
xC+<xB+xA>2d , e Did d; 


Za pomocą rozumowania takiego samego, jak w $ 26, dowodzi się 
jeszcze, że suma kątów wielokąta o n bokach jest większa 
od 2 (n—2) kątów prostych. 


§ 44. Przepełnienie i pole wielokąta. Różnica %e pomiędzy su- 
mą xS kątów wielokąta i 2(n—2) kątami prostemi nazywa się prze- 
pełnieniem wielokąta. 

Mamy więc: 

Xxs=xS5—2(n—2)d , 


a w szczególności dla trójkąta 
Xs=XxA+-XB--<(—2d . 


Dowodzi się o %e, że 

Przepełnienie wielokąta, będącego sumą dwuch lub 
więcej innych wielokątów, równa się sumie przepełnień 
tych wielokątów. 

Rozumowanie jest tego samego typu, co w $ 27 dla twierdzenia 
analogicznego, dotyczącego płaszczyzny hiperbolicznej. 

Możemy również o polu wielokąta powtórzyć tylko to, cośmy mó- 
wili w $ 27, ponieważ przepełnienia także są wielkościami, które się su- 
mują przy sumowaniu wielokątów. Możemy więc przyjąć prze- 
pełnienie za pole wielokąta. 

$ 45. Własności gieodezyjne linji prostej. Ażeby dowieść, że li- 
nja prosta i na płaszczyźnie eliptycznej ma własności gieodezyjne, 
zaczniemy od twierdzenia następującego: 

W każdym trójkącie suma boków jest mniejsza od 
dwa razy wziętej prostej zupełnej. 
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Niech będą a, b, c boki trójkąta, «, 8’, Y kąty odpowiadające w trój- 
kącie biegunowym, a’, b’, œ odcinki sprzężone z kątami «a, $',y. Ozna- 
czając w skróceniu półprostą przez s, będziemy mieli (wskutek tego, co 
było mówione w § 42): 


a--a =2s, 
b--b'=2s , 
cHc=2s, 


Ale ponieważ a --8'--4'>2d, będzie przeto 
a'--b'|+-c>2s . 


Sumując więc poprzednie równania i biorąc w rachubę ostatnią nierów- 
ność, znajdziemy: 
a +b +c'<4s , c. b. d. d. 


Teraz przystąpimy do dowiedzenia, że linja prosta ma własność gieo- 
dezyjną, czyli że 

W trójkącie każdy bok jest mniejszy od sumy dwuch 
boków pozostałych. 

Niech będzie trójkąt ABC; przedłużmy boki c=AB, 
b=AC tak, ażeby otrzymać nowy trójkąt, który mieć bę- 
dzie z poprzednim bok spólny a= BC, i którego bokami 
pozostałemi będą odcinki 2s—c, 2s—b. Stosując do tego 
trójkąta poprzednie twierdzenie, dostaniemy: 


a-|-(25—c)-+(25s—b)<4s , 


skąd 
a<b+-c , GK. dd: Rys. 126. 


$ 46. Własności czworoboku o trzech kątach prostych. Niech 
będzie ABCD czworobok o bokach mniejszych od półprostej i mający 
- trzy kąty proste xA, xB, xC; kąt czwarty xD będzie 


G c więc rozwarty. Twierdzę, że zachodzą nierówności: 
AD<BC ; DC<AB . 
Dowiedziemy pierwszej z nich. Przedewszystkim jest 
widoczne, że nie może być AD=BC, gdyż wówczas mu- 
A siałoby być <D=<(=d, wiemy zaś, że kąt <D jest roz- 


Rys. 127. warty. I dalej, gdyby było AD> BC, obralibyśmy na prze- 
dłużeniu odcinka BC punkt C’ taki, że BC'=AD, i połą- 

czylibyśmy C z D. Trójkąt prostokątny DCC' ma bok DC mniejszy od 
półprostej, wskutek czego kąt =C' jest ostry. Ale wobec tego, że AD=C'B, 
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musiałoby być <ADC'=<DC'B, co jest niedorzecznością, gdyż kąt x ADC! 
jest większy od kąta rozwartego xD czworoboku ABCD. Nie może więc 
być AD>BC. 

W taki sam sposób dowodzi się, że DC jest mniejsze od AB. Tę 
własność czworoboku o trzech kątach prostych wyrażamy, mówiąc: 

Zdwuch boków przeciwległych czworoboku o trzech 
kątach prostych ten jest mniejszy, który przylega do 
kąta rozwartego. 


$ 47. Twierdzenie o rzucie odcinków. 

Niech będzie < AOC dowolny kąt ostry. Na pierwszym ramieniu 04 
wyznaczamy szereg odcinków równych OA4;, 444, ÁÁ% ... takich, że ich 
suma jest mniejsza od półprostej. Z punktów 4, Á» 4;, ... prowadzimy 
do ramienia OC prostopadłe, których spodki niech będą ©}, C», Cy, ... 


Odcinki OC;, OC,, OC, ... , które są rzutami prostokątnemi odcin- 
ków OA,; 04,=2.04A,; 04,=3.04/, ... , spełniają zależności: 
00, _00, _00, 
a 


(1) OC, < 2 3 


odcinki zaś 4,(4, AC» A;C,,... czynią zadość nierównościom: 
AC, s40 sk 


(II) ero wów 


Ażeby tego dowieść, poprowadźmy odpowiednio z punktów 44, Áv, 
A;,... prostopadłe AH, A Hy A,H,, ... do A,C,, Ag Car 4,C,, ..., dalej prze- 
dłużmy odcinek 4A,C, o odcinek 4,D,=A,C;,; następnie 4,C, o odcinek 
A,D,=4A,H,; potym odcinek A,C, o odcinek 4,D,=A,H,, it. d. Przez 
połączenie D, z 4; D, z A; D; z A, it. d. powstają trójkąty 4,Dy4b, 
A„D,A,, ADA, i t. d, równe odpowiednio trójkątom OA,C,, 4,H,45, 
A,H;,A,, i t. d. Będziemy więc mieli równości między odcinkami: 


BO, EDA ARM SDA; AM EDA, a: 
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Z czworoboku D,C,C,„A,, rozwartokątnego przy 4, wynika: 
DAC C ; DY; > A4Ć3 ; 


czyli: 

OQC,<C,C, ; 24;C,>4Az0; , 
i wreszcie 
(1) OC, ZR: > EE 


Wyprowadziwszy te dwie pierwsze zależności, rozpatrywać będziemy 
kąt x 0A,C, jako podstawowy i zastosujemy do niego własności, wyrażo- 
ne przez nierówności (1). Będziemy mieli, stosując np. nierówność drugą 
OC, 

A, H; >- 
2 

biorąc zaś pod uwagę, iż A H, = D,4, mamy 

D zł> se i 


Ale z czworoboku o trzech i prostych C,(,4,D, wynika: 
CC; > DA, 
Łącząc tę nierówność z poprzednią, otrzymujemy 


NOZE , 
skąd 


0,0,+:00,> 7200, , 


00,>5 OO 
00,06, 


TEG" 


Ta ostatnia, wraz z pierwszą nierównością (1), daje zależność 
OC, 00 OC; 
2 3 
W sposób analogiczny, stosując do kąta 04,C, pierwszą z własności, 
wyrażonych przez (1), doszlibyśmy do nierówności: 
AC; _A>0; 
3 M 
tak więc, biorąc pod uwagę drugą nierówność (1), możemy napisać 


S A R. H 
40>- - A A 


OC, <- 
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Postępując dalej tą samą metodą, dochodzi się do zależności (I) i (IN, 
których zamierzaliśmy dowieść, a które, ze względu na równość 04, =r.OA;, 
można jeszcze i tak napisać: 


a OC; 3 
A, COROGĘS ” 
ugi, 4, 0, 4,0, 
704, 


A więc, jeżeli OA i OA’ są dwa odcinki spółmierne, mniejsze od 
półprostej i należące oba do pierwszego ramienia kąta, i jeżeli ©, ©” są 
rzutami punktów 4, A’ na ramię drugie, wtedy, w założeniu że OA < OA’, 
będzie: 

OG AC_AC' 
0 gaźow) | GOP ar> ca 


Przy zachowaniu wszystkich poprzednich założeń, z wyjątkiem za- 
łożenia spółmierności odcinków OA i OA’, można rozciągnąć znaczenie 
tych nierówności na przypadek, w którym odcinki OA i OA' są jakie- 
kolwiek; stosuje się w tym celu zwykłe rozumowania, oparte na teorji 
granie. 

$ 48. Wnioski z poprzedniego twierdzenia. Dzieląc stronami nie- 
równości (I^) i (IV) otrzymuje się: 

AC _AC' 
00” 06" ” 
skąd 
OAO 


r ar Vi LISE, 


Ta ostatnia zależność daje w założeniu, że 0A'=półprostej, twier- 
dzenie: 

Stosunek dwuch boków przeciwległych czworoboku 
o trzech kątach prostych dąży do 1, jeżeli odległość mię- 
dzy dwoma bokami dąży do zera. 


u 


> 1 OC . : : KPR 
Wniosek. Granica stosunku nz jest równa jedności, je- 


żeli kąt w=<AOC dąży do zera. 

K W rzeczy samej, jeżeli P i Q są punkty, 

s w których OA i OC przecinają biegunową punk- 
e P tu O, wówczas będzie: 


Rys. 129. OP= OQ> OA . 
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Ponieważ dalej: 
CP_OP—0C. OP—OC 
AQ OQ=QA „0P-=04* 


przeto 
lim / lim NA FENAN. 
PQ=oA 0 4 uzy P EDA ; 
a zatym 
lim = > csbed.d. 
OEU 


Twierdzenie. Jeżeli odcinek OA jest mniejszy od ćwiart- 
i ; C ; 
ki całej prostej, wtedy granica stosunku = jest zero, oile 


xAOC dąży do kąta prostego. 

Niech będzie OPQ trójkąt o trzech ką- 
tach prostych i w' kąt dowolnie mały. Po- 
prowadźmy w kącie x QOP prostą OD’ tak, 
ażeby kąt Xx QOD' był równy œ', i oznaczmy 
przez œ kąt <D'OP. Kąt œ dąży do kąta 
prostego, jeżeli œ dąży do zera, i odwrotnie. 

Na OP obierzmy odcinek OC =QD' i po- 
łączmy C’ z Q. Punkt spólny prostych QC' 
i OD' oznaczmy przez A, a punkt spólny 
prostych OQ i PA” przez H’. 

Wobec tego, OA'>0H', *) mamy. 


OC OC 
047 ©0H* ' 


A ponieważ przy œ dążącym do zera odcinek OH’ pozostaje bez 
zmiany, gdy tymczasem w dąży do d, a OC’ dąży do zera, przeto będzie: 


c” OCZ 
lim —=' lim > 


> == 
GACA o'=00Ħ 


*) Istotnie, w czworoboku A'H'QD”, mającym boki mniejsze od półprostej 
i kąty H’, Q, D’ proste, będzie na mocy twierdzenia $ 46: 


AD < WON 
skąd, ze względu na równość 0Q=0OD' wynika: 


OACZ OH. 
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Niech teraz będzie A punkt dowolny odcinka OA,a C i H jego 
rzuty prostokątne na OP i OQ. Wiemy, że 


00 _ 00 
T aiT A 


Przechodząc do granicy przy œ dążącym do d, dostajemy 


lim 92L 0, c. b, d. d. 


Wniosek. W trójkącie prostokątnym, którego boki są 
mniejsze od półprostej, granica stosunku przyprosto- 
kątnej doprzeciwprostokątnej jest zero, jeżeli kąt prize- 
ciwległy tej przyprostokątnej dąży dozera.- 

W rzeczy samej, powołując się na figurę poprzednią i biorąc pod 
uwagę, że odcinek HA jest mniejszy od OC, znajdziemy: 


HA OC 
Ken ' 04 je aT bę =0. 


Jeżeli teraz OA wzrasta, nie przewyższając długości półprostej, wtedy 


stosunek = maleje, tak że jakiekolwiek będzie OA, byle tylko nie więk- 


= dąży do zera przy dążącym do zera ką- 
cie x HOA, c. bia d. 

$ 49. Spółrzędne kartezjańskie i biegunowe. Funkcja f (p, 2). 
Przyjąwszy półprostą za jednostkę miary, podporządkujmy każdemu od- 
cinkowi liczbę, którą nazywać będziemy długością tego odcinka. Długość 
odcinka mniejszego od półprostej jest mniejsza od 1; długość odcinka 
równego półprostej jest 1; długość odcinka większego od półprostej jest 
większa od 1; długość całej prostej jest 2. 

Za jednostkę miary kątów przyjmiemy kąt prosty; wtedy wielkość 
kąta będzie równa długości jego odcinka sprzężonego (por. $ 41), mierze- 
nie kątów można więc sprowadzić do mierzenia odcinków sprzężonych. 

Długości odcinka można przypisać znak + lub znak —. Ustaliwszy 
na prostej, do której należy rozpatrywany odcinek AB, zwrot dodat- 
ni, należy przypisać długości odcinka AB znak +, jeżeli punkt B na- 
stępuje po A w zwrocie dodatnim; znak — przypisać należy tej odległo- 
ści wtedy, jeżeli punkt B poprzedza A w tym samym zwrocie. 

Niech będzie O punkt dowolny płaszczyzny; ograniczamy dokoła 
niego dziedzinę normalną, np. dziedzinę punktów wewnętrznych 


sze od półprostej, stosunek 
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koła, mającego środek w O i promień mniejszy od półprostej; popro- 
wadźmy następnie przez O dwie osie OX, OY, tworzące z sobą kąt prosty, 
i na każdej z ńich wyznaczmy kierunek dodatni. Z punktu dowolnego M 
obranej dziedziny prowadzimy prostopadłą MP do 
osi OX. Długości odcinków OP, PM, co do wartości 
i eo do znaku, są spółrzędnemi kartezjańskiemi pro- 
stokątnemi punktu M i bywają stale oznaczane przez 
x iy. Długość bezwzględna p odcinka OM i kąt 
«== POM są spółrzędnemi biegunowemi tegoż punk- 
tu M. 
Załóżmy 


S$ £ 
(1) (GAT 


Rys. 131. 


W przypadku euklidesowym, jak wiadomo, funkcja f(p, 2) w ten 
sposób określona jest niezależna od p i tożsama z cosa; w obecnym przy- 
padku jest ona zależna i odp, i od æ. Zajmiemy się zbadaniem jej zmien- 
ności. 

Zauważmy przedewszystkim, że ta funkcja jest określona tylko dla 
wartości p większych od zera i mniejszych od 1; można ją wprawdzie 
określić jeszcze i dla p>1, ale to nie jest dla nas ważne. 


Ñ Z AU 
Dla p=0 prawa strona równania (1) przedstawia się pod postacią 0" 


Odkładając na później określenie funkcji /(0,«), zaznaczmy następujące 
wartości szczególne funkcji / (p, 2): 


f(6,0)0=1 ; f(p,1)=0 ; [(p,2)=—1 . 
Pozatym mamy 
(W) —<f(p,ad)<1 . 
Własności ustalone w $ 47, dotyczące zmienności stosunku A pozwa- 


lają nam twierdzić, że 

Przy a=stałej, wartość bezwzględna /(p,a2) wzrasta 
wraz z p. 

Stąd wnosimy, że przy stałym a istnieje określona i skończona gra- 
nica funkcji f(p, æ), jeżeli p dąży do zera. 

Ta granica, na mocy nierówności (1), jest liczbą, zawartą między 
—1 i +1. 

Określimy teraz wartość funkcji /(p, a) dla p=0, jako granicę f (p, œ) 
przy p dążącym do 0; przyjmiemy więc 


f(0, = lim f(p, a) . 
p=0 
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Wartość /(0, 2) będziemy w dalszym ciągu oznaczali krótko przez f/(a). 

Funkcja /(p,a) jest tym sposobem określona dla wszystkich par p, a, 
odpowiadających punktom przyjętej dziedziny normalnej, i wartości jej 
są stale zawarte między +1 i —1. 


$ 50. Ciągłość funkcji /(p,a). Funkcja /(p, a) jest oczywiście cią- 
gła dla wszystkich par p, a, dla których p>0. Ażeby dowieść, że jest 
ona ciągła jeszcze i dla p=0 dowolńego a, roz- 
patrzmy przyrost, który ta funkcja otrzymuje, 
kiedy æ zwiększa się o Aa. 

Uwzględniając załączoną figurę, i biorąc 
pod uwagę tylko wartości bezwzględne odcin- 
ków, otrzymamy 

vw p 
Ve, a+ Adfo aE. 


Jeżeli H jest spodkiem prostopadłej, po- 
prowadzonej z M do M'P', i K punktem środ- 
kowym odcinka MM’, wtedy istnieje tożsamość 

PD PPOOBM 2MK 
OM HM'MM ' OM ` 


Ale odcinek HM jest mniejszy od MM’, wskutek czego 


PP MK 
(p, a+A2)—[(p, a|K2Zgp OH. 


Przechodząc do granicy dla Aa i p dążących w jakikolwiek sposób 
do zera, i mając na uwadze twierdzenia dowiedzione w % 48, znajdziemy 
lim|/(p, ++ Aa)— fp, W|=0 , 
=) 
Aa= 
czyli 
i a+Aa)=f(0,a)=f(a) . 
p=( 
Aa=0 
Funkcja f(p,%) jest więc ciągła także dla p=0. 
Równość powyższa może być jeszcze tak napisana 


lim [(a')=f(2) . 


$ 51. Własności funkcji f(a). Powracając do pierwszej figury 
(rys. 131 lub 133), zauważmy, że kąt $'=<'OMP przy M dążącym do O 
wzdłuż promienia OM, ma jako granicę kąt $=<MOY. Tak więc 


http://rcin.org.pl 


— 819 — 


lim! — lim /(p,80=/(0,6=/() . 
p=0?  p=0 


Ustaliwszy to, prowadzimy przez M prostopadłą do prostej OM; ozna- 
czając przez H, K punkty, w których ta prostopadła przecina osie x, y, 
a przez ĝ”, a” kąty, które tworzy z osiami, możemy napisać tożsamość 
następującą: 

KM MH KM OK MH OH 


=KH' KH OK. KA OH KH" 


Rys. 133. 


albo, oznaczając przez p', u, v długości odcinków KH, OK, OH, 
1=ftu,a') . f, a Ffo, B”) -fi B”) - 
Zmniejszajmy p do zera, przy stałym kącie a, przyczym prosta HK 
niech pozostaje prostopadłą do OM; wówczas u, v, p będą również dą- 


żyły do zera, zaś a”, ß” dążyć będą do æ i $. Równość ostatnia daje więc 
w granicy zależność 


(1) 1=[(a)*+-/(B)? . 
Uwzględniając jeszcze, że «-+-$=1, możemy napisać 
fat+fA—d'=1.  * 


Wzór ten, jakkolwiek został dowiedziony dla a>>1, jest jeszcze praw- 
dziwy i dla a>1. Sprawdza się to z łatwością, stosując takie samo ro- 
zumowanie, jak podane wyżej. 


Przytoczymy niektóre ważne konsekwencje równości (1). 
a) Funkcja /(a) jestzerem tylko dla a=+1. 
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W rzeczy samej, ponieważ a--$=1, przeto wzór (1) przy f(4)=0 
i 3 0 
daje [(8)-1, a więc flo; a=+1. 


b) Stosunek (2) 
[© 
od zera dla wszystkich a różnych od zera, jedności lub 
dwuch. 


gdzie a--B=l1, jest skończony i różny 


c) Jeżeli a=p=x, wówczas będzie 
1 1 
(-|=>V2 
rla) g? i 


§ 52. Własności trójkątów prostokątnych nieskończenie małych. 
Niech będzie ABC trójkąt prostokątny przy C. Oznaczając, jak zwykle, 
jego boki przez a, b, c i kąty przez a, f, 4, tworzymy stosunki 


Zmieniajmy teraz trójkąt tak, ażeby pozostawał prostokątnym, i żeby 
kąt «a miał wartość stałą. Jeżeli przeciwprostokątna c dąży do 
zera, wtedy kąt B dąży do 1l—a, a więc 


(1) i lim pa fa); lim * = f(1—4) ; 
Eos CZĘ 


Podnosząc te równania do kwadratu i dodając, dostaniemy 
. bżka?2 $ ą 
ar -r = e+ Aa ; 
albo jeszcze, oznaczając przez s odpowiednią funkcję argumentu c, dą- 
żącą wraz z c do zera, 
2-52 
c23 ipe: 
z 
czyli 
a? +-b?=c?-|-e.c? . 

Zależność ta dowodzi, że dla trójkątów prostokątnych nie- 
skończenie małych prawdziwe jest zwykłe twierdzenie 
Pitagorasa, jeśli pominiemy wielkości nieskończenie 
małe rzędu wyższego od drugiego. 

Dzieląc jeszcze stronami równania (1), otrzymamy 


b_ ffa) 


geje iEnj 
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$ 53. Równanie funkcyjne dla /(a). Ażeby otrzymać równanie 

funkcyjne, któremu /(a) czyni zadość, weżmy pod uwagę, oprócz pro- 
mienia OM, tworzącego z osią «x kąt a, jeszcze dwa promienie OA, OB, 
które tworzą z osią x kąty a--8, «—8. Niech będą A, B punkty przecię- 
cia prostych OA, OB z prostopadłą MH do OM; punkty A, B’, M niech 
będą spodkami prostopadłych, poprowadzonych z A, B, M do osi z. Z fi- 
gury odczytujemy tożsamość 

CH OB' OM. PAD LON MB 

O0A OB OA  OA OB QB." 


Rys. 134. 


z której, mając na względzie, że 0A=0OB, wyprowadzamy 


OR ROB ROM; M A j=: OM" OM JAM MB 
0% -0BI TA OM<” 04 (OA -DB 


ONER E dA" 
Kładąc 

E EN CAME ME 

p=OM ; a=0A=0B ; 8= - Sy 


nadamy powyższej równości postać 
f(a, 1-5) + f(a, a—B)=2/f(p, a) . [(p,B)—Ż . 


Zmniejszamy teraz p do zera, pozostawiając prostą AB prostopadłą 
do OM. Wobec tego, że ò ma granicę zero”), ta ostatnia równość daje 
zależność graniczną 


*) W rzeczy samej, mamy tożsamościowo 
„ AM MB" MA JAM- MB" 
"OŁ GAGA (am K MB) ; 
Z drugiej strony, jeżeli z M i B poprowadzimy prostopadłe MP, BS do AA' 
i MM’, będziemy mieli ; 
AM _AM PM" MB' _MB' SB 
AM PM VAM’ MB SB MB" 


Zagadnienia gieom. 21, 
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(1) [(a+-8/(a—8)=2/(a) . /(B) . - 
która jest właśnie szukanym równaniem funkcyjnym. 
$ 54. Całkowanie równania funkcyjnego. Funkcja cosa jest na- 
pewno całką równania (1) paragrafu poprzedniego, ponieważ 
(1) cos (1-1-5) + cos (2—B) = 2 cos æ . cos . 
Pozatym, przyjmując za jednostkę miary łuków ćwiartkę koła, mieć 
będziemy: cos = JUŻ, wskutek czego 
[(0)=ceos(0)=1 , 
„(A 1..1,= 
[(„)=cos, =o! 2 5 
TAM) ZEGSTEUE 
Wychodząc z tych wartości spólnych dla f(a) i cosa, możemy obli- 
czyć wartości obu funkcji dla wszystkich argumentów typu = i przeko- 


1 


gn 


1 i ŁO 
) jest równe cos (5z) . W rzeczy samej, przyjmując we 


wzorach (1) i (1'), że argument £ jest równy a, znajdziemy 


5 | ((2a)+1=2/*(a) 
| cos (24)+1=2cos?(a) . 


nać się, że f| 


1 è 
Wzory te, pyzy %=, dają 


gr 


a-e -Vea 


AM MB 


Przy e dążącym do zera stosunki "PM ' SB dążą do jedności (por $ 48), 
natomiast kąty <<AMP, XMBS dążą do y=1—a. Będzie więc 
ju a = fa) , Jim MR pia) , 
; MB 
f tym, aż == eh 
a żatym, ponieważ m 
lim $=0. cz h,sd;/d: 
p=0 
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Po znalezieniu wartości funkcji dla a=—,, przedstawiając we wzo- 
i OE j 


y 1 : 
rach (2) wartość uż tb dostaniemy 


i tak dalej. A zatym 


Możemy teraz dowieść, że obie funkeje f(%) i cosæ są identyczne 
m 


z” gdzie m i n są jakiekolwiek licz- 


dla wszystkich argumentów postaci 


by całkowite dodatnie. 
W rzeczy samej, kładąc w (1) i (1') a=(m—1)$, otrzymujemy 


| Mmb)--/l(m—2)8]=2/(8). [L(m—1)E] 


| cos m$+-cos| (m—2)$|=2cos$ . cos[(m—1)Ę$] . 


(3) 


Za pomocą tych wzorów zwrotnych można obliczyć kolejno /(26), 
[(38)...; cos2f, cos3,... i t. d., jeżeli znane są /($) i cos$. 

A ponieważ działania, które potrzeba wykonywać nad /(@) przy obli- 
czaniu kolejnym /(2E), /(38),... są identyczne z działaniami, potrzebnemi 
do obliczenia z cosk wartości cos2f, cos3f,..., przeto jeżeli /($)=cosf, 
będzie też 

[(m$g)=cos m$ . 


n 


1 PETE RSN l : 
Ale dla $=,- mamy istotnie równość f(z) = cos , a więc 


[m ; zs) = cossi : CDr AA. 


Ażeby wreszcie ustalić, że obie funkcje f(a) i cosa są identyczne 
dla jakichkolwiek wartości æ, wystarczy powołać się na ciągłość 
tych funkcji oraz na fakt, że każda wartość liczebna argumentu æ może 


być zawsze rozpatrywana jako granica ciągu liczb postaci dn ` 
Wnosimy więc stąd, że 
f(a)=cosa . 


Funkeja cosa musi tu oczywiście występować jako wyrażenie ana- 
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lityczne. Oznaczając przez a długość łuku æ przy takim wyborze jed- 
T 


nostki długości, przy którym ćwiartka koła ma długość „, dostaniemy 
2 4 6 
a= 0.38, 
cosa= 1— z} + ar Git" > 


przeto 


23.07 94 „1 
f(a)=cosa=1— 2303 240% 
. 


$ 55. Zastosowania do trójkątów prostokątnych nieskończenie 
małych. Weżmy pod uwagę w trójkącie prostokątnym stosunki przy- 
prostokątnych a, b do przeciwprostokątnej ¢ i przejdźmy do granicy 
przy c dążącym do zera. 

Oznaczając przez a, $' granice, do których dążą kąty a i 5 w tym 
rójkącie, mieć będziemy 


E i 
lim==cosf' , 
c=0 [8 


SRD s 
lim-=cosa' . 
GZÓE 
A ponieważ kąty a' i ß' są dopełniające, przeto możemy również 
napisać 


A AJSEŃE 

lim-=sina , 

CU 

SPRZ 

lim-=sin$' . 
c 


= 
Stąd wypada 


lim“ = tanga! = cotgf' : 
c=0) 

Rezultaty te wyrażamy zwykle w takich słowach: dlatrójkątów 
prostokątnych nieskończenie małych ważne są wzory 
trygonometryczne zwykłe. A więc: w otoczeniu nieskonń 
czenie blizkim punktu płaszczyzny eliptycznej gieome 
trja euklidesowa jest ważna. 


$ 56. Trygonometrja wiązki. Niech będzie O(abc) trójścian w wiąz 
ce o wierzchołku O, prostokątny wzdłuż krawędzi c. Oznaczmy prze: 
xA, xB, xC przecięcia normalne (kąty linjowe) dwuścianów, a prze: 
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= B, y ściany (kąty płaskie) przeciwległe. Obrawszy na krawędzi b punkt 
3, prowadzimy prostopadłe BC, BA do c i do a; trójkąt prostokątny ABC, 
v ten sposób otrzymany, ma w wierzchołku A kąt 
ówny przecięciu normalnemu, czyli kątowi <A 
twuścianu a. Badanie figury prowadzi do tożsamości 
1astępujących: 


BC_BC OB _ BC BA AC- AC OC AB 
AB OB BA OB'OB* AB OC OB OB Rys. 135. 


Wyobraźmy sobie teraz, że punkt B dąży do O, przy zachowaniu 
yrostopadłości płaszczyzny BAC do prostej a. Wtedy te dwie tożsamości 
yrowadzą do zależności granicznych: 


BC BC nP M 


lim lim 8 
oB=0BA og=00B ` 0E 


lim ah lim > lin zee : ia 
OB=0AB " 9B-00C ` 0B=00B ` 0B=0 
albo też 
sin pa ; COS A= Rai f 3 PRZ . 
siny sin y 
Cała trygonometrja wiązki może być wyprowadzona z tych dwuch 
wzorów za pomocą środków, które nie różnią się od środków, używanych 
zazwyczaj przy wyprowadzaniu wzorów try; gonometrji kulistej. Możemy 
więc, omijając rachunki, wyprowadzić wniosek, że trygonometrja 
wiązki w przestrzeni eliptycznej jest identyczna z try- 
gonometrją wiązki właściwej w przestrzeni euklideso- 
wej. 


$ 57. Trygonometrja kulista. Wyobraźmy sobie kulę i wiązkę, 
mającą wierzchołek w środku kuli. Zgódźmy się nazywać długością 
łuku koła wielkiego wielkość odpowiedniego kąta wiązki; kątem 
dwuch łuków — kąt odpowiednich stycznych w ich punkcie spólnym. 
Widoczne będzie wtedy, że związki między bokami i kątami 
trójkąta kulistego identyfikują się ze związkami pomię- 
dzy elementami trójścianu odpowiedniego, możemy więc 
powiedzieć: 

Trygonometrja kulista przestrzeni eliptycznej jest 
identyczna z trygonometrją kulistą zwykłą, o ile się 
w przestrzeni zwykłej przyjmie za miarę boków trójką- 
tów kulistych miarę odpowiednich kątów środkowych. 
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$ 53. Trygonometrja płaska. Płaszczyzna eliptyczna jestto kula, 
mająca za promień półprostą; a ponieważ wybraliśmy półprostą za jed- 
nostkę miary odcinków i kąt prosty za jednostkę miary kątów, przeto 
związki trygonometryczne trójkątów płaskich są identyczne ze związkami 
trygonometrycznemi trójścianów wiązki, mającej wierzchołek w biegunie 
płaszczyzny. 

Jeżelibyśmy chcieli przyjąć za jednostkę miary zamiast półprostej 
odcinek, względem którego długość półprostej byłaby k (parametr), wów- 
czas pomiędzy miarami a i a' tego samego odcinka, odniesionemi do 
tych dwuch różnych jednostek, istniałaby zależność 


a 
a=. 
k 
Podstawiając więc we wzmiankowanych wzorach trygonometrycz 
A I 1 
> ze ; A A EET IE 
nych, zamiast długości a, b, c boków trójkąta, odpowiednio ATR T 


otrzymamy trygonometrję płaszczyzny eliptycznej przy takim wyborze 
jednostki miary, że długość całej prostej wypada równa 2k. 

Te nowe wzory są identyczne z wzorami, dotyczącemi kuli eukli- 
desowej o promieniu k, i różnią się od wzorów trygonometrji hiperbo- 
licznej tym, że zamiast funkcji hiperbolicznych występują tutaj kołowe. 

Można tu jeszcze powtórzyć to samo, cośmy mówili w S 38 o gieo- 
metrji hiperbolicznej. Gdyby parametr k gieometrji eliptycznej był dość 
wielki na to, ażeby błędy, popełniane przy wprowadzaniu go do rachun- 
ku (w założeniu, że k jest nieskończenie wielkie), były mniejsze od błę- 
dów, związanych z procedurą doświadczenia, wówczas płaszezyzna elip- 
tyczna mogłaby być rozpatrywana jako płaszczyzna euklidesowa. 


GABINET M 
Towarzystwa Naukowsgo 


ATYCZNY 
awskiago 


TOWARZYSTWU MASREWE WARSA. S 
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I. F. ENRIQUES. O doniosłości filozoficznej zagadnień, od- 


TOWARZYSTWO NAUYSWE WiRS24: 


Spis rzeczy. 


noszących się do podstaw gieometrji. 


UPR UR > UR UP UP UP 


II. F. ENRIQUES. O nauczaniu gieometrji rozumowej. 
i 


UR UR UR UD UPR UP UP UP UT) 
U 


Podstawy empiryczne gieometrji . 
Doświadczenie a intuicja . 


Krytyka podstaw gieometrji z punktu widsenia logicznego 
Krytyka podstaw gieometrji z punktu widzenia intuicji. 


Główne kierunki badań nad podstawami gieometrji 


Zagadnienie psychologiczne powstawania pojęć przestrzenny ch 


Zagadnienie filozoficzne gieometrji . 


O programach szkolnych . š 

O różnych systemach nauczania gieomelrji . 

Metoda doświadczalna : 

Metòda rozumowa dedukcyjna Euklidesa 

Uwagi ogólne o roli indukcji w nauce. 

Metoda indukcyjna rozumowa . 3 

Środki, któremi rozporządza nauczyciel 

O ścisłości i o pewnej przesadzie krytycznej . 
Rozszerzenie wykładów w kierunku filozoficznym . 


III. U. AMAŁDIL. O pojęciu prostej i płaszczyzny. 


( 


VR UR UP UP UP UP UB UT UP UP: UT ST 
m m M 
co ~u GS 


ŚR PDZ 


Ss: 


1. 
2. 


Określenia prostej . 

Określenia płaszczyzny i 
Rozważania Bolyai'a i Łóbaczewskija ; 
Postulaty przynależności 

Własności linjowe prostej . ac 
Własności powierzchhniowe płaszczyzny 
Zwroty na płaszczyźnie .- - 

Kierunek Pascha. A, 

O podziale płaszczyzny na obszary 

Kąt dwuścienny (dwuścian) . 

O podziale przestrzeni à 
Zwroty śrubowe w przestrzeni. 


IV. A. GUARDUCCI. O równości figur i o ruchu. 


RE 
52 


Wykład Euklidesa . > 
Znaczenie równości figur . 
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Analiza logiczna pojęcia ruchu. 

Równość jako pojęcie pierwotne . 

Układ postulatów Pascha . 

UistadNeTonEsSEZO> SE 1 aA EE EELS 
Układ Hilberta F 

Najważniejsze tw ierdzenia o pr E 

O równości figur wogóle . 

O dwuścianach i trójścianach 


V. G. VITALI. O zastosowaniach postulatu ciągłości w gieo- 
metrji elementarnej. 


$ 1. O postulacie ciągłości j 

$ 2. O podzielności odcinka i kąta . 

$ 3. Twierdzenie Archimedesa . X 

$ 4. Inne formy postulatu ciągłości. Goatinuta nieatchimedesowe 

$ 5. O przecięciu się prostej z kołem . 

$ 6. O przecięciu się dwuch okręgów . EVERA 

SH Opec a ROSC ORTE E 2 r a a 0683 

$ 8. Oteorji mierzenia. 

VI. U. AMALDIL. O teorji równoważności. 

$ 1. Ogólne rozważania, dotyczące wielkości gieometrycznych . 

$ 2. Teorja równości wielokątów u Euklidesa PRS 

$ 3. Uwagi historyczne o dalszym rozwoju teorji wielkości wie- 
lokątów ; 

$ 4. Podany przez TAE AR dowód żaśaduicreco twierdzenia 
teorji wielkości wielokątów . : 

$ 5. Niezależność teorji wielkości wiekałdw od postulatu PARE 
medesa ? : 

$ 6. Koło i w ielokąty o bokach mów zek. - 

57. Pola o konturze;dOwOlNyM "nz 7 3 

$ 8. O wielokątach kulistych 

$ 9. O graniastosłupach 

$10. O wielościanach à 

$11. Dowód Dehna, iż AG E R E o ennyn ikio: 
ściach nie można wogóle rozłożyć na części parami równe 

$12. Dowód podstawowego twierdzenia teorji wielkości wielościa- 
nów 5 2 

$ 13. O bryłach w ogólności s 

$ 14. Uwagi dydaktyczne 


IV. G. VAILATI. O teorii proporcji. 


UR MR UB UR 


R PRO 


I. Proporcje w wykładzie Euklidesa. 


Określenia . : 
O t. zw. postulacie R A 
Pierwsza grupa twierdzeń Euklidesa 
Druga grupa twierdzeń . 
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ur 


$ 


PNP 


Å — 
FOO 


19. 


20. 
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Trzecia grupa twierdzeń 


. Proporcje, utworzone z adoinków i pól : 


Dalsze rozwinięcie teorji i stosunki złożone 
Zastosowania do zagadnień 2-go stopnia. 

O objętościach i 

Krytyki i warjanty tekstu . ; 
Zagadnienia, dotyczące porządku twierdzeń 


II. Dalsze rozwinięcia teorji. 
O dążeniu gieometrów greckich do uwolnienia się od proporcji 
Giordano Vitale z Bitontu. 
Herman Grassmann 
L. Rajola Pescarini 
R. Hoppe > j 
Druga metoda wykładu Boppego i i motóda G. OO ET 
Gieometryczna teorja proporcji, niezależna od teorji równo- 
ważności . r 
Uproszezenia, dotyczące. twierdzenia o ). przestawianiu wyra- 
zów środkowych : 
Zastosowanie rozważań storedniatrycwwych 4 


` VII. R. BONOLA. O teorji równoległych i o gieometrjach 
nieeuklidesowych. 


MP UR UR UP UP UP UT 


UP UR UR UB UR U 
p ph ma m 


AOL ON R DOD TF" 


a aa a 


Część pierwsza. 
Historja badań nad równoległemi. 


Postułat o równoległych u Greków . 

Postulat o równoległych u Arabów . 

Postulat o równoległych w czasie Odtodzenia i iw SEC XV Il 
Streszczenie : 

Prace Gerolamo Sace heri’ i ego 

Prace EaRBEMAŚ YE RZE O la u 

Prace Legendre'a 


Powstanie gieometrji nieeuklidesowej. 


Kierunek elementarny. 


Prace C. F. Gaussa ZACZEP SZE AE 

Prace F. K. Schweikarta i "Br. A. Taurinusa 

Prace N. I. Łobaczewskija . 

Prace J. Bolyai'a ; : 
Rozpowszechnianie się gieometrji EASON a ż 
Postulaty równoważne piątemu postulatowi euklidesowemu . 


Rozwój stopniowy gieometrji nieeuklidesowej. 
A) Kierunek miarowo-różniczkowy. 


Pierwsze wiadomości o powierzchniach i o krzywiźnie stałej 
Gieometrja na powierzchniach o krzywiźnie stałej . 
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197 


198 
199 
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211 


214 
217 


221 
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222 
223 
224 
226 
228 


233 
235 
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240 
241 


243 
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Porównanie z gieometrją nieeuklidesową płaszczyzny 
Podstawy gieometrji płaskiej podług pomysłów Riemanna 

O możliwości urzeczywistnienia w przestrzeni euklidesowej 
powierzchni o krzywiźnie stałej, na której byłyby ważne 
w zupełności własności płaszczyzn nieeuklidesowych + 
Podstawy gieometrji przestrzeni podług Riemanna. 

Prace H. Helmholtza i badania S. Liego . 


B) Kierunek rzutowy. 
Podporządkowanie gieometrji euklidesowej względem gieo- 
metrji rzutowej . * 
Podporządkowanie dóonekji mieeuklidósówych eo 
rzutowej. : . 
Przedstawienie gieometrji Łobaczow. skija i BONA na S 
czyźnie euklidesowej . 
Oparcie gieometrji na pojęciac h TIR zny k 
O niemożliwości dowiedzenia postulatu Euklidesa . 


Część druga. 
Teorja ogólna równoległych. 


Założenia przedwstępne 

Określenie równoległej . 

Zwrot równoległości . 

Kąt równoległości . ę 

Zachowanie cechy A OES , 

Wzajemność cechy równoległości. 

Zwrot spólny równoległości . 

Przechodniość cechy równoległości . 

Pęk niewłaściwy i punkty niewłaściwe 

Pasy. Trójboki ERO BO YE COZ ZR: 
Niektóre twierdzenia ze stereometrji. Proste SE: 
w przestrzeni . : 
Proste równoległe do płaszczyżny i płaszczyzny - rów noległe ; 


Gieometrja wiązki niewłaściwej. 


Wiązka niewłaściwa . 7 

Podstawy gieometrji wiązki niewłaściwej 

Zasada przystawania w gieometrji wiązki niewłaściwej. Przy- 
stawanie dwuścianów 

Twierdzenie J. Bolyai'a. 

Pasy przystające w gieometrji ia uiawłażciwej 
Trójściany. Równość trójścianów. I-sze kryterjum równości . 
Tożsamość pomiędzy gieometrją wiązki niewłaściwej a gieo- 
metrją płaszczyzny euklidesowej . 

Horysfera. Horycykl . : 

Gieometrja horysferyczna. Jej iiano: z gieometrją płaską 
euklidesową 
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Gieometrja hiperboliczna. 


Str. 
Równoległe w gieometrji hiperbolicznej . 282 
Punkty niewłaściwe A: T SN 284 
Własności trójboków . > : 284 
Czworoboki dwuprostokątne równoramienne . 285 
Suma kątów trójkąta i wielokąta wypukłego 286 
Defekt i pole wielokąta Masta OIEZSĄ 
Prostopadła spólna do dwuch prostych niesiecznych . sę EAIA 
Prosta, łącząca dwa punkty niewłaściwe . . 289 
'Trójboki o dwuch i trzech wierzchołkach niewłaściwych . TEE e. 
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